
第1回「ベクトル解析」 2022年10月4日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

1 ベクトル

数の組をベクトルという．例えば，R2では

a =

[
a1
a2

]
, b =

[
b1
b2

]

のように表される．和とスカラー倍は

a+b =

[
a1 + b1
a2 + b2

]
, λa =

[
λa1
λa2

]
(λ ∈ R)

のように計算できる．Rn (n ≥ 3) でも同様で
ある．特にR2のベクトルを平面ベクトル，R3

のベクトルを空間ベクトルという．

平面ベクトル a,b ∈ R2 が一次独立である
とは，

λa+ µb = 0 ⇒ λ = µ = 0

が成り立つことをいう．一次独立でないとき，
一次従属という．Rn (n ≥ 3) のベクトルに対
しても同様に定義される．

2 内積

平面ベクトルの内積と長さは

(内積) a · b = a1b1 + a2b2

(長さ) |a| =
√
a · a =

√
a21 + a22

で定義する．Rn (n ≥ 3) でも同様である．ベ
クトル a,bのなす角を θとするとき，

a · b = |a| |b| cos θ

が成り立つ．次の不等式はコーシー・シュワル
ツの不等式と呼ばれる．

|a · b| ≤ |a| |b|.

これを利用して，次の三角不等式を証明できる．

|a+ b| ≤ |a|+ |b|.

演習問題 1� �
次の平行四辺形の等式を証明せよ．

|a+ b|2 + |a− b|2 = 2
(
|a|2 + |b|2

)
.� �

3 外積

空間ベクトル a,b ∈ R3の外積 a× bは

a× b =

 a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1


で定義される．a,b, c ∈ R3, λ ∈ Rに対し，次
の性質が成り立つ：

1) b× a = −a× b

2) (a+ b)× c = a× c+ b× c

3) a× (b+ c) = a× b+ a× c

4) λ(a× b) = λa× b = a× λb

5) a · (b × c) = det [a,b, c]（スカラー 3

重積）

ここで detは行列式を表す．

a ·b = 0であるとき，aと bは直交するとい
う．次の等式より，外積 a× bは，a,bのいず
れとも直交することがわかる．

a · (a× b) = b · (a× b) = 0.

a,bのなす角を θ (0 ≤ θ ≤ π)とする．次の等
式より，外積 a×bの長さは，a,bの張る平行
四辺形の面積に等しいことがわかる．

|a× b| = |a| |b| sin θ.

また，空間ベクトル a,b, c ∈ R3のスカラー 3

重積の長さは，a,b, cの張る平行六面体の体積
と等しいことがわかる．

演習問題 2� �
空間ベクトル

a =

 1

2

0

 , b =

 −3

2

0

 , c =

 2

3

4


に対し (a×b)×cと a× (b×c)を求めよ．

※ 外積では結合法則

(a× b)× c = a× (b× c)

は一般に成り立たない．� �



第1回「ベクトル解析」演習問題解答 2022年10月4日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

演習問題 1� �
次の平行四辺形の等式を証明せよ．

|a+ b|2 + |a− b|2 = 2
(
|a|2 + |b|2

)
.� �

解答 ベクトルの長さの定義より

|a+ b|2 =(a+ b,a+ b)

=(a,a) + 2(a,b) + (b,b)

=|a|2 + 2(a,b) + |b|2 (1)

を得る．同様に

|a− b|2 =(a− b,a− b)

=(a,a)− 2(a,b) + (b,b)

=|a|2 − 2(a,b) + |b|2 (2)

を得る．(1)と (2)を辺々加えれば，求める等
式が得られる．

演習問題 2� �
空間ベクトル

a =

 1

2

0

 , b =

 −3

2

0

 , c =

 2

3

4


に対し (a×b)×cと a× (b×c)を求めよ．

※ 外積では結合法則

(a× b)× c = a× (b× c)

は一般に成り立たない．� �
解答 次のように計算できる．

a× b =

 0

0

8

 , b× c =

 8

12

−13

 ,

(a× b)× c =

 −24

16

0

 ,

a× (b× c) =

 −26

13

−4

 .



第2回「ベクトル解析」 2022年10月11日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

1 ベクトル場

空間内のある点に対し，スカラーに値を取る
関数をスカラー場，ベクトルに値を取る関数
をベクトル場という．例えば，天気図において
ある地点の気温からなる場はスカラー場，風向
風速からなる場はベクトル場である．また，例
えば，デカルト座標系では

f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2

はスカラー場であり，

F(x, y, z) =

 x2

y2

z2


はベクトル場である．

例題 1 次のベクトル場を図示せよ．

1) F =

[
1

1

]
, 2) F =

[
x

y

]
,

3) F =

[
y

−x

]
.

2 勾配

f はスカラー場であり，C1級（1回微分可能
かつ導関数が連続）とする．このとき，f の勾
配 grad f は次で定義されるベクトル場である．

grad f =


∂f
∂x
∂f
∂y
∂f
∂z

 = ∇f.

ここで∇ = t
[

∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

]
である（tは転置の

記号）．f を grad f のポテンシャルという．

例題2（万有引力） f =
1

r
, r =

√
x2 + y2 + z2

の勾配を求めよ．

演習問題 1� �
f = xz−yとするとき，grad f2とgrad f×
grad f を求めよ．� �

3 空間における曲線

tをパラメータとするとき，ベクトルに値を
取る関数

r(t) =

 x(t)

y(t)

z(t)

 , a ≤ t ≤ b

は，空間における曲線を表す．例えば，次のよ
うな曲線がある（0 ≤ t ≤ 2π）．

1) 円: r(t) = t[cos t, sin t, 0]

2) 螺旋: r(t) = t[cos t, sin t, t]

3) サイクロイド: r(t) = t[t−sin t, 1−cos t, 0]

4) カージオイド:

r(t) = t[(1+cos t) cos t, (1+cos t) sin t, 0]

例題 3 x2 + y2 + 1, z ∈ Rと x+ y + z = 1の
交わりである曲線をパラメータ表示せよ．

空間内の曲面 S を f(x, y, z) = cで表す．S

上の曲線 r(t)が微分可能ならば，連鎖律より

grad f · r′ = 0

を得る．r′は接線ベクトルであり，それと直交
する grad f は法線ベクトルである．

演習問題 2� �
次の曲線のパラメータ表示を求めよ．

x2 + y2 = 4, z = Arccos
x

2� �



第2回「ベクトル解析」演習問題解答 2022年10月11日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

演習問題 1� �
f = xz−yとするとき，grad f2とgrad f×
grad f を求めよ．� �
解答 f2 = x2z2 − 2xyz + y2. よって

grad f2 =

 2xz2 − 2yz

−2xz + 2y

2x2z − 2xy

 .

また，

grad f =

 z

−1

x


より，

grad f × grad f =

 0

0

0

 = 0.

※同じベクトル同士の外積は 0（張られる平行
四辺形の面積が 0であることからもわかる）．

演習問題 2� �
次の曲線のパラメータ表示を求めよ．

x2 + y2 = 4, z = Arccos
x

2� �
解答 0 ≤ t ≤ 2πとするとき，

x = 2 cos t, y = 2 sin t

と表せる．また

z = Arccos
2 cos t

2
= Arccos (cos t)

である．Arccos の値域は [0, π]であることに注
意すると

z =

{
Arccos (cos t), 0 ≤ t < π,

Arccos (cos(2π − t)), π < t ≤ 2π

=

{
t, 0 ≤ t < π,

2π − t, π < t ≤ 2π

である．よって

r(t) =



 2 cos t

2 sin t

t

 , 0 ≤ t < π,

 2 cos t

2 sin t

2π − t

 , π ≤ t ≤ 2π,

である．



第3回「ベクトル解析」 2022年10月18日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社
参考書：E. クライツィグ著, 堀素夫訳「線形代数とベクトル解析」培風館 担当：國谷

1 発散

ベクトル場 F = t[f1, f2, f3]は C1級とする．
Fの発散 divFは，次で定義されるスカラー場
である．

divF =
∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

.

記号∇ = t
[

∂
∂x ,

∂
∂y ,

∂
∂z

]
を用いれば

divF = ∇ · F

と表すことができる．

例題 1 次のベクトル場の発散を求めよ．

1) F =
x2 + y2 + z2

2

 1

1

1

 ,

2) F =
1

(x2 + y2 + z2)3/2

 x

y

z

 ,

3) F = xyz

 x

y

z

 .

発散の物理的意味は，流体の運動におけるあ
る点での流入と流出の差である．小さな直方体
V を考える．流体の密度 ρは x, y, zおよび時間
tにも依存するとする．v = t[v1, v2, v3]を流れ
のベクトル場（速度場）とする．時間∆tの間
の V の質量損失を考えて，∆t → 0とすると，
次の連続の方程式が得られる．

∂ρ

∂t
+ div (ρv) = 0.

特に，流れが定常で時間によらないときは

div (ρv) = 0

である．また，密度 ρが一定（非圧縮性）であ
れば

div v = 0

である．

2 回転

ベクトル場Fの回転 rotFは，次で定義され
るベクトル場である．

rotF =



∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

∂f2
∂x

− ∂f1
∂y


記号∇を用いれば，rotF = ∇×Fと表される．

演習問題� �
例題 1のベクトル場の回転を求めよ．� �
回転の物理的意味を考えるために，剛体の
回転に注目する．剛体の角速度ベクトルwは，
方向が回転軸に沿ってとられ，大きさは角速度
ω > 0である．剛体上のある点の速度ベクトル
を v，位置ベクトルを rとするとき，

v = w × r

が成り立つ．w = t[0, 0, ω]とすれば，

rot v = 2w

が得られる．したがって，剛体の回転の場合，
速度場 vの回転は角速度ベクトル場wと同じ
方向を向き，大きさは角速度の 2倍である．

勾配，発散，回転について次の等式が成り立
つ（f, g,Fは C2級とする）．

• rot grad f = 0

• div rotF = 0

• div grad f = ∆f

• div (f∇g) = f∆g +∇f · ∇g

• div (f∇g)− div (g∇f) = f∆g − g∆f

ここで∆ = ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
はラプラ

シアンという．∆f = 0を満たす関数 f を調和
関数という．



第3回「ベクトル解析」演習問題解答 2022年10月18日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

演習問題� �
例題 1のベクトル場の回転を求めよ．� �
解答 1)

rotF =

 y − z

z − x

x− y


2) 第 1成分は

−5

2

2yz

(x2 + y2 + z2)5/2
+
5

2

2yz

(x2 + y2 + z2)5/2
= 0.

他の成分も同様に 0．よって rotF = 0.

3)

rotF =

 x(z2 − y2)

y(x2 − z2)

z(y2 − x2)





第4回「ベクトル解析」 2022年10月25日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社
参考書：E. クライツィグ著, 堀素夫訳「線形代数とベクトル解析」培風館 担当：國谷

1 曲線の長さ

曲線 r(t) = t[x(t), y(t), z(t)]は区間 I = [a, b]

上C1級であり，|r′(t)| ̸= 0を満たすとする．こ
のとき，a ≤ t ≤ bに対してr(t)が描く曲線の長
さ Lは

L =

∫ b

a
|r′(t)|dt

で与えられる．また，曲線の弧長 s(t)は

s(t) =

∫ t

a
|r′(t)|dt

で与えられる．明らかに sは tについて単調増
加であり，s(a) = 0かつ s(b) = Lである．

例題 1 次の曲線の長さを求めよ．

1) r(t) = t[cos t, sin t, t], 0 ≤ t ≤ 1.

2) r(t) = t[t− sin t, 1− cos t], 0 ≤ t ≤ 2.

演習問題 1� �
次の曲線の長さを求めよ．

r(t) = t[t, cosh t], 0 ≤ t ≤ 1.� �
2 スカラー場の線積分

曲線 r(t), a ≤ t ≤ bの軌跡を C と表す．C

を含む領域で定義されるスカラー関数 fの線積
分は ∫

C
f(r)|dr| :=

∫ b

a
f(r(t))

∣∣r′(t)∣∣ dt
で定義される．f(r) = 1のとき，この線積分は
曲線の長さ Lに他ならない．

例題 2 f(x, y, z) = x2 とし，α > 0を定数と
するとき，

r(t) = t[α cos t, α sin t, αt], 0 ≤ t ≤ 2π

で与えられる曲線の軌跡を C とする．このと
き，線積分

∫
C f(r)|dr|を求めよ．

3 ベクトル場の線積分

r(t), a ≤ t ≤ bは C1級の曲線とし，その軌
跡を C とする．Fは C を含む領域で定義され
るベクトル場とする．その線積分は次のように
定義される．∫

C
F · dr :=

∫ b

a
F (r(t)) · r′(t)dt.

F = t[f1, f2, f3]および r = t[x, y, z]とすれば，∫
C
F · dr =

∫
C
f1dx+ f2dy + f3dz

と表すこともある．

例題 2 次の線積分を求めよ．ただしCは曲線
rの軌跡とする．

1) r(t) = t[t, t2, 1], 0 ≤ t ≤ 1,∫
C
x2dx+ xydy + xzdz.

2) r(t) = t[α cos t, α sin t, 0], 0 ≤ t ≤ 2π,∫
C
xdy,

∫
C
ydx.

線積分は一般に軌跡（積分路）Cの選び方に
依存する．例えば

C1 : r1(t) =
t[t, t, t], 0 ≤ t ≤ 1

C2 : r2(t) =
t[t, t, t2], 0 ≤ t ≤ 1

はいずれも原点と (1, 1, 1)を結ぶ曲線である．
しかし，F = t[5z, xy, x2z]とするとき，線積分∫
C1

F · drと
∫
C2

F · drは異なる値となる．

演習問題 2� �
次の線積分を求めよ．

C : r(t) = t[cos t, sin t, 2t], 0 ≤ t ≤ 2π,∫
C
2zdx+ xdy − ydz.� �



第4回「ベクトル解析」演習問題解答 2022年10月25日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

演習問題 1� �
次の曲線の長さを求めよ．

r(t) = t[t, cosh t], 0 ≤ t ≤ 1.� �
解答 r′(t) = t[1, sinh t]なので

L =

∫ 1

0
|r′(t)|dt =

∫ 1

0

√
1 + sinh2 tdt

=

∫ 1

0

√
cosh2 tdt

=

∫ 1

0
cosh tdt

= [sinh t]10 = sinh 1

である．

演習問題 2� �
次の線積分を求めよ．

C : r(t) = t[cos t, sin t, 2t], 0 ≤ t ≤ 2π,∫
C
2zdx+ xdy − ydz.� �

解答 r′(t) = t[− sin t, cos t, 2]なので，∫
C
2zdx+ xdy − ydz

=

∫ 2π

0

t[4t, cos t,− sin t] · t[− sin t, cos t, 2]dt

=

∫ 2π

0
(−4t sin t+ cos2 t− 2 sin t)dt

=

∫ 2π

0
(−4t sin t+

cos 2t+ 1

2
− 2 sin t)dt

= [4t cos t]2π0 − 4

∫ 2π

0
cos tdt

+

[
sin 2t

4
+

t

2
+ 2 cos t

]2π
0

= 8π + π = 9π



第5回「ベクトル解析」 2022年11月1日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社
参考書：E. クライツィグ著, 堀素夫訳「線形代数とベクトル解析」培風館 担当：國谷

1 重積分

平面 R2における領域 Sが

a ≤ x ≤ b, p(x) ≤ y ≤ q(x)

で表されるとする．f = f(x, y)は S を含む領
域で定義されるスカラー関数とするとき，f の
S上の重積分は∫∫

S
f(x, y)dxdy =

∫ b

a

[∫ q(x)

p(x)
f(x, y)dy

]
dx

のように計算できる．

例題 1 領域 Sが

1 ≤ x ≤ 5, 0 ≤ y ≤ x2

で与えられるとき，次の重積分を求めよ．∫∫
S
(1 + 2x)ex+y dxdy

x = x(u, v)と y = y(u, v)に関する Sでの重
積分は，次の等式によって，uと vに関する S∗

での重積分に変換することができる．∫∫
S
f(x, y)dxdy

=

∫∫
S∗

f(u, v)

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv.
ここで

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣∣∣∣
∂x

∂u

∂x

∂v
∂y

∂u

∂y

∂v

∣∣∣∣∣∣∣
はヤコビ行列式という．

例題 2 領域 Sが

x, y ≥ 0, a ≤ x2 + y2 ≤ b (0 < a < b)

で与えられるとき，次の重積分を求めよ．∫∫
S
log(x2 + y2) dxdy

演習問題 1� �
領域 S が x2 + y2 ≤ 4で与えられるとき，

重積分
∫∫

S

√
4− x2 − y2dxdyを求めよ．� �

2 グリーンの公式

Cは自分自身とは交わることのない区分的に
滑らかな閉曲線とし，Cで囲まれる領域をSと
する．f = f(x, y)と g = g(x, y)は S を含む
領域で定義されるC1級のスカラー関数とする．
次の等式をグリーンの公式という．∫

C
fdx+ gdy =

∫∫
S

(
−∂f

∂y
+

∂g

∂x

)
dxdy.

Cを原点中心の単位円周とするとき，グリーン
の公式を使って，線積分∫

C
(y2 − 7y)dx+ (2xy + 2x)dy

を求めよう．f = y2 − 7y, g = 2xy + 2xとす
ると，グリーンの公式より∫∫

S
[−(2y − 7) + (2y + 2)] dxdy = 9

∫∫
S
dxdy

である．右辺の重積分は S の面積 π に等しい
ので，求める値は 9πである．

グリーンの公式を用いると，領域Sの面積は∫∫
S
dxdy =

∫
C
xdy = −

∫
C
ydx

のように計算できる．この等式を用いて楕円

C :
x2

a2
+

y2

b2
= 1 （a, b > 0）の面積は πabで

あることが確認できる．

演習問題 2� �
C を原点中心の半径 2の円周とするとき，
次の線積分を求めよ．∫

C
y2dx+ (x+ x3 − y)dy� �



第5回「ベクトル解析」演習問題解答 2022年11月1日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

演習問題 1� �
領域 S が x2 + y2 ≤ 4で与えられるとき，

重積分
∫∫

S

√
4− x2 − y2dxdyを求めよ．� �

解答 x = r cos θ, y = r sin θ, 0 ≤ r ≤ 2,

0 ≤ θ ≤ 2πとする．∣∣∣∣∂(x, y)∂(r, θ)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ cos θ sin θ

−r sin θ r cos θ

∣∣∣∣∣
=r cos2 θ + r sin2 θ

=r

に注意すると，求める重積分は∫∫
S

√
4− x2 − y2dxdy

=

∫ 2π

0

∫ 2

0

√
4− (r cos θ)2 − (r sin θ)2

∣∣∣∣∂(x, y)∂(r, θ)

∣∣∣∣ drdθ
=

∫ 2π

0

∫ 2

0

√
4− r2rdrdθ

=

∫ 2π

0

dθ

[
−1

3
(4− r2)

3
2

]2
0

= 2π
4

3
2

3
=

16π

3
.

演習問題 2� �
C を原点中心の半径 2の円周とするとき，
次の線積分を求めよ．∫

C
y2dx+ (x+ x3 − y)dy� �

解答 f = y2, g = x+ x3 − yとしてグリーン
の公式を用いると∫

C
y2dx+ (x+ x3 − y)dy

=

∫∫
x2+y2≤4

(
−∂f

∂y
+

∂g

∂x

)
dxdy

=

∫∫
x2+y2≤4

(
−2y + 1 + 3x2

)
dxdy

を得る．演習問題 1と同様の計算を行うと∫
C
y2dx+ (x+ x3 − y)dy

=

∫ 2π

0

∫ 2

0
(−2r sin θ + 1 + 3r2 cos2 θ)rdrdθ

=

∫ 2π

0

[
−2

3
r3 sin θ +

1

2
r2 +

3

4
r4 cos2 θ

]2
0

dθ

=

∫ 2π

0

(
−16

3
sin θ + 2 + 12 cos2 θ

)
dθ

=

∫ 2π

0

[
−16

3
sin θ + 2 + 6(cos 2θ + 1)

]
dθ

=

[
16

3
cos θ + 8θ + 3 sin 2θ

]2π
0

= 16π.



第6回「ベクトル解析」 2022年11月8日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社
参考書：E. クライツィグ著, 堀素夫訳「線形代数とベクトル解析」培風館 担当：國谷

1 グリーンの公式

グリーンの公式は∫
C
fdx+ gdy =

∫∫
S

(
−∂f

∂y
+

∂g

∂x

)
dxdy

である（各記号の意味は前回と同様）．領域 S

が
a ≤ x ≤ b, u(x) ≤ y ≤ v(x)

および

c ≤ y ≤ d, p(y) ≤ x ≤ q(y)

で表される特別な場合には，重積分の計算より∫
C
fdx = −

∫∫
S

∂f

∂y
dxdy,∫

C
gdy =

∫∫
S

∂g

∂x
dxdy

が容易に確かめられるので，グリーンの公式が
成り立つことが分かる．

F = grad f であるとき，C : r(t), a ≤ t ≤ b

に沿った線積分は∫
C
F · dr = f(r(b))− f(r(a))

と計算できる．

例題1 F = grad (x2yz)，C : r(t) = t[a+t, b+

t, c] (0 ≤ t ≤ 1) とするとき，線積分
∫
C F · dr

を求めよ．

2 曲面

空間内の曲面は，2つのパラメータ u, vを用
いたベクトル関数

r(u, v) = t[x(u, v), y(u, v), z(u, v)]

で表すことができる．

例題 2 次の曲面をパラメータ表示せよ．

1) 円柱：x2 + y2 = 4, −1 ≤ z ≤ 1.

2) 球：x2 + y2 + z2 = 9.

3) 円錐：z =
√

x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 4.

その他，パラメータ表示できる曲面には次の
ようなものがある．

回転放物面 t[u cos v, u sin v, u2]

双曲放物面 t[au cosh v, bu sinh v, u2]

双曲面 t[a coshu cos v, b coshu sin v, c sinhu]

楕円面 t[a cosu cos v, b cosu sin v, c sinu]

らせん面 t[u cos v, u sin v, v]

トーラス t[(R+r cosu) cos v, (R+r cosu) sin v, r sinu]

(a) 回転放物面 (b) 楕円面

(c) らせん面 (d) トーラス

r(u, v)で表される曲面が十分滑らかであると
き，曲面上のある点における接平面は，その点
における偏微分ベクトル

∂r

∂u
,

∂r

∂v

が張る平面である．それに直交する法線ベクト
ルは

n =
∂r

∂u
× ∂r

∂v

である．

演習問題� �
次の曲面をパラメータ表示し，法線ベクト
ルを求めよ．

1) 楕円柱：9x2 + 4y2 = 36

2) 球：x2 + (y − 1)2 + (z + 2)2 = 4� �



第6回「ベクトル解析」演習問題解答 2022年11月8日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

演習問題� �
次の曲面をパラメータ表示し，法線ベクト
ルを求めよ．

1) 楕円柱：9x2 + 4y2 = 36

2) 球：x2 + (y − 1)2 + (z + 2)2 = 4� �
解答 1) パラメータ表示は

r(u, v) = t[2 cosu, 3 sinu, v]

である．法線ベクトルは

n =
∂r

∂u
× ∂r

∂v
=

 −2 sinu

3 cosu

0

×

 0

0

1


=

 3 cosu

2 sinu

0


である．

2) パラメータ表示は

r(u, v) =

 2 cosu cos v

1 + 2 cosu sin v

−2 + 2 sinu


である．法線ベクトルは

n =
∂r

∂u
× ∂r

∂v

=

 −2 sinu cos v

−2 sinu sin v

2 cosu

×

 −2 cosu sin v

2 cosu cos v

0


=

 −4 cos2 u cos v

−4 cos2 u sin v

−4 cosu sinu


である．



第7回「ベクトル解析」 2022年11月15日
教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社

参考書：E. クライツィグ著, 堀素夫訳「線形代数とベクトル解析」培風館 担当：國谷

1 曲面の表面積

パラメータ u, vを用いて

r(u, v) = t[x(u, v), y(u, v), z(u, v)], (u, v) ∈ D

で表される曲面 Sを考える．ここでDは平面
内の領域である．(u0, v0) ∈ Dとし，∆u,∆vを
微小量とするとき，平面の 4点

(u0, v0), (u0 +∆u, v0), (u0, v0 +∆v),

(u0 +∆u, v0 +∆v)

を曲面 Sに写した 4点

r(u0, v0), r(u0 +∆u, v0), r(u0, v0 +∆v),

r(u0 +∆u, v0 +∆v)

が張る四角形の面積を求める．これは接線ベク
トル

∂r

∂u
(u0, v0)∆u,

∂r

∂v
(u0, v0)∆v

が張る平行四辺形の面積で近似され，外積の性
質より ∣∣∣∣∂r∂u(u0, v0)× ∂r

∂v
(u0, v0)

∣∣∣∣∆u∆v

である．したがって面積要素 dAを

dA :=

∣∣∣∣∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ dudv
で定義するとき，曲面 Sの表面積A(S)は

A(S) =

∫
S
dA =

∫∫
D

∣∣∣∣∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ dudv
で計算できる．

例題 1 上の計算式を用いて，半径 a > 0の球
x2 + y2 + z2 = a2の表面積が 4πa2であること
を示せ．

演習問題 1� �
次の式で表される曲面（トーラス）の表面
積を求めよ．ただしR > r，0 ≤ u, v ≤ 2π

である．
t[(R+r cosu) cos v, (R+r cosu) sin v, r sinu]� �

曲面 Sが関数 f(x, y)のグラフであるとき，

r = r(x, y) = t[x, y, f(x, y)]

であることから，面積要素は

dA =

√
1 +

(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

dxdy

となる．

例題 2 x2 + y2 + z = 1で表される曲面の表面
積を求めよ．

2 面積分

f は Sを含む領域で定義された連続関数とす
る．このとき，f の S上の面積分は∫

S
fdA =

∫∫
D
f(r(u, v))

∣∣∣∣∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ dudv
で定義される．f = 1の場合が表面積 A(S)で
ある．

例題 3 面積分
∫
S
xdAを求めよ．ここで S は

次の関係式で定義される曲面とする．

z = x2 + y, 0 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1.

演習問題 2� �
面積分

∫
S
(cosx+sin y)dAを求めよ．ここ

でSは次の関係式で定義される曲面とする．

x+ y + z = 1, x, y, z ≥ 0.� �



第7回「ベクトル解析」演習問題解答 2022年11月15日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

演習問題 1� �
次の式で表される曲面（トーラス）の表面
積を求めよ．ただしR > r，0 ≤ u, v ≤ 2π

である．
t[(R+r cosu) cos v, (R+r cosu) sin v, r sinu]� �
解答

∂r

∂u
=

 −r sinu cos v

−r sinu sin v

r cosu

 ,

∂r

∂v
=

 −(R+ r cosu) sin v

(R+ r cosu) cos v

0

 ,

∂r

∂u
× ∂r

∂v
=

 −r cosu(R+ r cosu) cos v

−r cosu(R+ r cosu) sin v

−r sinu(R+ r cosu)


∣∣∣∣∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣ = √
r2(R+ r cosu)2

= r(R+ r cosu)

である．よって

A(S) =

∫ 2π

0

∫ 2π

0
r(R+ r cosu)dudv

=2π [r(Ru+ r sinu)]2π0

=4π2Rr.

演習問題 2� �
面積分

∫
S
(cosx+sin y)dAを求めよ．ここ

でSは次の関係式で定義される曲面とする．

x+ y + z = 1, x, y, z ≥ 0.� �
解答 z = 1− x− y = f(x, y), 0 ≤ x ≤ 1− y,

0 ≤ y ≤ 1である．面積要素は

dA =
√
1 + f2

x + f2
y dxdy =

√
3dxdy.

よって求める面積分は∫
S
(cosx+ sin y)dA =

∫ 1

0

∫ 1−y

0
(cosx+ sin y)

√
3dxdy

=
√
3

∫ 1

0
[sin(1− y) + (1− y) sin y] dy

=
√
3

{
[cos(1− y)− (1− y) cos y]10 −

∫ 1

0
cos ydy

}
=

√
3 (2− cos 1− sin 1) .



第8回「ベクトル解析」 2022年11月29日
教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社

参考書：E. クライツィグ著, 堀素夫訳「線形代数とベクトル解析」培風館 担当：國谷

1 流束積分

再び，パラメータ u, vを用いて

r(u, v) = t[x(u, v), y(u, v), z(u, v)], (u, v) ∈ D

で表される曲面 Sを考える．ここでDは平面
内の領域である．FはSを含む領域で定義され
るベクトル場とする．Sの（接平面の）単位法
線ベクトルを

n :=

∂r

∂u
× ∂r

∂v∣∣∣∣∂r∂u × ∂r

∂v

∣∣∣∣
と表す．このとき，ベクトル場Fの曲面Sに垂
直な方向の成分はF ·nであり，Sを通過する流
束の量を表すスカラー場である．流束積分は，
F · nの面積分として∫

S
F · dA =

∫
S
F · ndA

=

∫∫
D
F(r(u, v)) · ∂r

∂u
× ∂r

∂v
dudv

で定義される．

例題 1 曲面 Sとベクトル場 Fを

S : y = x2, 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ z ≤ 3,

F = t[3z2, 6, 6xz]

で定める．流束積分
∫
S F · dAを求めよ．

演習問題 1� �
曲面 Sとベクトル場 Fを

S : r = t[u, cos v, sin v],

− 4 ≤ u ≤ 4, 0 ≤ v ≤ π,

F = t[sinh yz, 0, y4],

で定める．流束積分
∫
S F · dAを求めよ．� �

2 曲面の向き

単位法線ベクトルはnの代わりに−nを選ぶ
こともできる．このとき，流束積分の値は−1

倍される．このような変更を実現する方法とし
て，パラメータ u, vを入れ替えることが挙げら
れる．実際，

∂r

∂u
× ∂r

∂v
= −∂r

∂v
× ∂r

∂u

だからである．

例題 2 例題 1において曲面 Sを

S : r = t[v, v2, u], 0 ≤ u ≤ 3, 0 ≤ v ≤ 2

と表すとき，流束積分
∫
S F · dAを求めよ．

曲面S上の任意の点において，単位法線ベク
トル nの方向を連続的かつ一意的に決めるこ
とができるとき，S は向き付けられるという．
向き付けられない曲面の例として，メビウスの
帯が挙げられる．

F = t[f1, f2, f3]であるとき，流束積分は∫
S
F ·dA =

∫
S
f1dydz+f2dzdx+f3dxdy (1)

と表すこともできる．右辺の各積分の正負は，
nの各成分の正負に依存する．

例題3 式 (1)を用いて，例題1の流束積分
∫
S F·

dAを求めよ．

演習問題 2� �
曲面 Sとベクトル場 Fを

S : x2 + 4y2 = 1, x, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 1,

F = t[y3, x3, z3],

で定める．流束積分
∫
S F · dAを求めよ．� �



第8回「ベクトル解析」演習問題解答 2022年11月29日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

演習問題 1� �
曲面 Sとベクトル場 Fを

S : r = t[u, cos v, sin v],

− 4 ≤ u ≤ 4, 0 ≤ v ≤ π,

F = t[sinh yz, 0, y4],

で定める．流束積分
∫
S F · dAを求めよ．� �

解答

∂r

∂u
=

 1

0

0

 ,
∂r

∂v
=

 0

− sin v

cos v

 ,

∂r

∂u
× ∂r

∂v
=

 0

− cos v

− sin v

 ,

である．よって∫
S

F · dA

=

∫ π

0

∫ 4

−4

 sinh(cos v sin v)
0

cos4 v

 ·

 0
− cos v
− sin v

 dudv

=

∫ π

0

∫ 4

−4

cos4 v(− sin v)dudv

= 8

[
cos5 v

5

]π
0

= −16

5
.

演習問題 2� �
曲面 Sとベクトル場 Fを

S : x2 + 4y2 = 1, x, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ 1,

F = t[y3, x3, z3],

で定める．流束積分
∫
S F · dAを求めよ．� �

解答 パラメータ表示すると

r =


cosu
sinu

2
v

 , 0 ≤ u ≤ π

2
, 0 ≤ v ≤ 1

である．このとき

∂r

∂u
=

 − sinu
cosu

2
0

 ,
∂r

∂v
=

 0

0

1

 ,

∂r

∂u
× ∂r

∂v
=


cosu

2
sinu

0

 ,

である．よって∫
S
F · dA

=

∫ 1

0

∫ π
2

0


sin3 u

8
cos3 u

v3

 ·


cosu

2
sinu

0

 dudv

=

∫ π
2

0

(
sin3 u cosu

16
+ cos3 u sinu

)
du

=

[
sin4 u

64
− cos4 u

4

]π
2

0

=
1

64
+

1

4
=

17

64
.



第9回「ベクトル解析」 2022年12月6日
教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社

参考書：E. クライツィグ著, 堀素夫訳「線形代数とベクトル解析」培風館 担当：國谷

ストークスの公式

曲面Sは区分的に滑らかで向き付けられてお
り，境界 ∂Sは区分的に滑らかな単純閉曲線と
する．また，ベクトル場FはC1級とする．次
の式はストークスの公式と呼ばれる．∫

S
rotF · dA =

∫
∂S

F · dr.

例題 1 曲面 Sとベクトル場 Fを

S : z = 1− (x2 + y2), z ≥ 0,

F = t[y, z, x]

で定める．ストークスの公式が成り立つことを
確かめよ．

ストークスの公式はグリーンの公式（第 5回）
の一般化である．実際，C を xy平面内の単純
閉曲線とし，C = ∂Sで囲まれる領域を Sとす
る．f(x, y), g(x, y)は Sを含む領域で C1級で
あるとし，F = t[f, g, 0]とすると，ストークス
の公式の右辺は∫

∂S
F · dr =

∫
C
fdx+ gdy

であり，左辺は∫
S
rotF · dA =

∫
S
rotF · ndA

=

∫∫
S

(
−∂f

∂y
+

∂g

∂x

)
dxdy

である．よって，グリーンの公式が得られる．

例題 2 曲面 Sとベクトル場 Fを

S : z = y2, 0 ≤ x ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 2,

F = t[ez, ez sin y, ez cos y]

で定める．
∫
∂S F · drを求めよ．

演習問題� �
曲面 Sとベクトル場 Fを

S : x2 + y2 = 1, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ π

4
,

F = t[0, 0, x cos z]

で定める．
∫
∂S F · drを求めよ．

� �
例題 3 曲面 Sとベクトル場 Fを

S : x2 + y2 + 3z2 = 1, z ≤ 0,

F = t[y,−x, x3y2z]

で定める．
∫
S rotF · dAを求めよ．



第9回「ベクトル解析」演習問題解答 2022年12月6日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

演習問題� �
曲面 Sとベクトル場 Fを

S : x2 + y2 = 1, y ≥ 0, 0 ≤ z ≤ π

4
,

F = t[0, 0, x cos z]

で定める．
∫
∂S F · drを求めよ．

� �
解答 ストークスの公式より

∫
∂S F·dr =

∫
S rotF·

dAなので，
∫
S rotF · dAを求めればよい．

rotF =

 0

− cos z

0


である．また，

r = t[cosu, sinu, v], 0 ≤ u ≤ π, 0 ≤ v ≤ π

4

より

∂r

∂u
× ∂r

∂v
=

 − sinu

cosu

0

×

 0

0

1

 =

 cosu

sinu

0


である．よって∫

S

rotF · dA

=

∫ π
4

0

∫ π

0

 0
− cos v

0

 ·

 cosu
sinu
0

 dudv

=

∫ π
4

0

∫ π

0

sinu(− cos v)dudv

= [− cosu]
π
0 [− sin v]

π
4
0 = −

√
2.

※ パラメータ u, vの取り方で正負が変わるの
で，

√
2でも正解です．



第10回「ベクトル解析」 2022年12月13日
教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社

参考書：E. クライツィグ著, 堀素夫訳「線形代数とベクトル解析」培風館 担当：國谷

ストークスの公式の証明

ストークスの公式∫
S
rotF · dA =

∫
∂S

F · dr

を曲面 Sがグラフの場合に証明する．

S : r(x, y) = t[x, y, k(x, y)],

(x, y) ∈ D ⊂ R2.

ここでDは平面上の領域で，kはC1級関数と
する．dAは

dA = t[−kx,−ky, 1]dxdy

であることに注意（kx は x，ky は yについて
の偏微分を表す．）すると，ストークスの公式
の左辺は∫

S
rotF · dA =

∫∫
D
[(hy − gz)(−kx)

+ (fz − hx)(−ky) + gx − fy]dxdy (1)

となる．ただし F = t[f, g, h] とする．一方，
dz = kxdx + kydyに注意すると，ストークス
の公式の右辺は∫

∂S
F · dr =

∫
∂S

fdx+ gdy + hdz

=

∫
∂D

(f + hkx)dx+ (g + hky)dy

を得る．グリーンの公式より

=

∫∫
D

[
∂

∂x
(g + hky)−

∂

∂y
(f + hkx)

]
dxdy

であり，これを計算すると (1)と同じ式を得る．
よって ∫

S
rotF · dA =

∫
∂S

F · dr

が成り立つ．

線積分
∫
C
F ·drは一般に軌跡Cに依存する．

ある f が存在して F = grad f が成り立つなら
ば，線積分は C の端点のみに依存し，途中の
経路の選び方に依らない．逆も成り立つ．

C を含む領域Dは単連結であり，rotF = 0

ならば，線積分
∫
C F · drは C の端点のみに依

存し，途中の経路に依らない．この証明にはス
トークスの定理を利用できる．

例題 1 次のベクトル場 Fの線積分が積分経
路に依存するかどうか答えよ．依存しない場合
は，始点を (0, 0, 0)，終点を (a, b, c)とする軌跡
C に対する線積分を求めよ．

1) F = t
[
2xy2, 2x2y, 1

]
2) F = t [z sinhxz, 0,−x sinhxz]

演習問題� �
次のベクトル場 Fの線積分が積分経路に
依存するかどうか答えよ．依存しない場合
は，始点を (0, 0, 0)，終点を (a, b, c)とする
軌跡 C に対する線積分を求めよ．

1) F = t [y,−zx, z]

2) F = t [yz, xz, xy]� �
例題 2 f, gはR3上のC2級関数とし，Cは単
純閉曲線とする．次の公式を示せ．

1) rot (f∇g) = (∇f)× (∇g).

2)

∫
C
(f∇g + g∇f) · dr = 0.



第10回「ベクトル解析」演習問題解答 2022年12月13日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

演習問題� �
次のベクトル場 Fの線積分が積分経路に
依存するかどうか答えよ．依存しない場合
は，始点を (0, 0, 0)，終点を (a, b, c)とする
軌跡 C に対する線積分を求めよ．

1) F = t [y,−zx, z]

2) F = t [yz, xz, xy]� �
解答 1)

rotF =

 ∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

×

 y

−zx

z

 =

 −x

0

−z − 1

 .

rotF ̸= 0 なので，線積分は積分経路に依存
する．

2)

rotF =

 ∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

×

 yz

xz

xy

 =

 x− x

y − y

z − z

 = 0.

rotF = 0なので，線積分は積分経路に依存し
ない．F = grad f とするとき，

fx = yz, fy = xz, fz = xy

である．それぞれ積分すると

f = xyz+g1(y, z) = xyz+g2(x, z) = xyz+g3(x, y)

を得る．これが成り立つのは g1 = g2 = g3 =

c̃ (定数)のときのみ．求める積分は

f(a, b, c)− f(0, 0, 0) = abc+ c̃− c̃ = abc.



第11回「ベクトル解析」 2022年12月20日
教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社

参考書：E. クライツィグ著, 堀素夫訳「線形代数とベクトル解析」培風館 担当：國谷

ガウスの公式

Ωは 3次元空間の有界領域であり，その境界
S = ∂Ωは区分的に滑らかな曲面とする．この
とき，次のガウスの公式が成り立つ．∫

S
F · dA =

∫
Ω
divFdV.

ただしFはC1級であり，単位法線ベクトル n

は Sの外側に向かう．

例題1 曲面Sは次の曲面S0, S1, S2の合併S =

S0 ∪ S1 ∪ S2とする．

S0 : x
2 + y2 + (z − 1)2 = 1, z ≥ 1,

S1 : x
2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ 1,

S2 : x
2 + y2 ≤ 1, z = 0.

S で囲まれる領域を Ωとし，F = t[x, y, 1]と
するとき，ガウスの公式が成り立つことを確か
めよ．

F = t[f1, f2, f3]であるとき，ガウスの公式
は次のように表すこともできる．∫

S
f1dydz + f2dzdx+ f3dxdy

=

∫
Ω

(
∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

)
dV

例題 2 曲面 Sは球面 x2 + y2 + z2 = 4とする

とき，積分
∫
S
7xdydz − zdxdyを求めよ．

演習問題� �
曲面 S は立方体 |x| ≤ 1, |y| ≤ 1, |z| ≤ 1

の境界面とし，ベクトル場 Fを

F = t[ex, ey, ez]

で定める．
∫
S F · dAを求めよ．

� �
例題 3 曲面 Sとベクトル場Fが次のように与
えられるとき，

∫
S F · dAを求めよ．

1) S : x2 + y2 + z2 = 1, F = t[2x, y2, z2].

2) S : 4x2 + y2 + 9z2 = 36,

F = t[9x, y cosh2 x,−z sinh2 x].

3) S : 0 ≤ x ≤ z, x ≤ y ≤ z, 0 ≤ z ≤ 1の境
界面, F = t[sinx, y, z].

例題 4 Sは単位球面 x2 + y2 + z2 = 1である

とき，積分
∫
S
(x2 + y + z)dAを求めよ．



第11回「ベクトル解析」演習問題解答 2022年12月20日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

演習問題� �
曲面 S は立方体 |x| ≤ 1, |y| ≤ 1, |z| ≤ 1

の境界面とし，ベクトル場 Fを

F = t[ex, ey, ez]

で定める．
∫
S F · dAを求めよ．� �

解答 ガウスの公式より∫
S
F · dA =

∫
Ω
divFdV

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1
(ex + ey + ez)dxdydz

= 4

(∫ 1

−1
exdx+

∫ 1

−1
eydy +

∫ 1

−1
ezdz

)
= 12(e− e−1).



第12回「ベクトル解析」 2022年12月27日
教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社

参考書：E. クライツィグ著, 堀素夫訳「線形代数とベクトル解析」培風館 担当：國谷

1 ガウスの公式の証明

ガウスの公式∫
S
F · dA =

∫
Ω
divFdV

を，領域 Ωが次の形であるときに証明する．

Ω : g(x, y) ≤ z ≤ h(x, y), (x, y) ∈ D.

境界 S = ∂Ωを次のように分ける．

S0 : z = g(x, y), (x, y) ∈ D,

S1 : z = h(x, y), (x, y) ∈ D,

S2 = S \ (S0 ∪ S1).

F = t[f1, f2, f3]であるとき，ガウスの公式は∫
S
f1dydz + f2dzdx+ f3dxdy

=

∫
Ω

(
∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

)
dV

と表される．今，∫
S
f3dxdy =

∫
Ω

∂f3
∂z

dV

を示す．S2 上では dx = 0 または dy = 0 な
ので，∫

S
f3dxdy =

∫
S1

f3dxdy −
∫
S0

f3dxdy

=

∫∫
D
f3(x, y, h(x, y))dxdy

−
∫∫

D
f3(x, y, g(x, y))dxdy

=

∫∫
D

∫ h(x,y)

g(x,y)

∂f3
∂z

dzdxdy =

∫
Ω

∂f3
∂z

dV

となる．

演習問題� �
F = t[cos y, sinx, cos z],

S : x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ z ≤ 2 の境界面

に対し，
∫
S F · dAを求めよ．� �

2 ガウスの公式の応用：熱方程式

ある物体内の領域をΩとし，その境界をSと
する．物体内の点 (x, y, z) ∈ Ωの時刻 tにおけ
る温度を U = U(x, y, z, t)と表すとき，次の熱
方程式が成り立つ．

∂U

∂t
= d∆U.

ここで dは拡散係数，∆ = ∇ ·∇はラプラシア
ンと呼ばれる．

熱方程式は，ガウスの公式によって導出でき
る．物体内の熱流の速度ベクトル vは，温度勾
配 gradU に比例することが知られている：

v = −KgradU, K > 0.

単位時間にΩを出る熱量は
∫
S v ·dAであるが，

ガウスの公式より∫
S
v · dA =

∫
Ω
div vdV

= −K

∫
Ω
div (gradU)dV = −K

∫
Ω
∆UdV

である．一方，物体の比熱を σ，密度を ρとす
るとき，物体の全熱量は

∫
Ω σρUdV なので，単

位時間に Ωを出る熱量は

−
∫
Ω
σρ

∂U

∂t
dV

でもある．上の式と合わせると∫
Ω

(
σρ

∂U

∂t
−K∆U

)
dV = 0

を得るが，これが物体内の任意の領域Ωに対し
て成り立つことから，

σρ
∂U

∂t
−K∆U = 0

となる．d = K/(σρ) とすれば，熱方程式を
得る．



第12回「ベクトル解析」演習問題解答 2022年12月27日

教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社 担当：國谷

演習問題� �
F = t[cos y, sinx, cos z],

S : x2 + y2 ≤ 4, 0 ≤ z ≤ 2 の境界面

に対し，
∫
S F · dAを求めよ．� �

解答 ガウスの公式より∫
S
F · dA =

∫
Ω
divFdV

=

∫
x2+y2≤4

[∫ 2

0
(− sin z)dz

]
dxdy

=

∫
x2+y2≤4

[cos 2− 1] dxdy

= 4π(cos 2− 1).

演習問題（追加分）� �
F = t[x3, y3, z3],

S : x2 + y2 + z2 = 9（球面）

に対し，
∫
S F · dAを求めよ．� �

解答 ガウスの公式より∫
S
F·dA = 3

∫
x2+y2+z2≤9

(x2+y2+z2)dxdydz.

次のように極座標変換を行う：

x = r cos v cosu, y = r cos v sinu, z = r sin v,

0 ≤ r ≤ 3, 0 ≤ u ≤ 2π, −π

2
≤ v ≤ π

2
.

このとき∫
S
F · dA = 3

∫ π
2

−π
2

∫ 2π

0

∫ 3

0
r2Jdrdudv.

ただし，J はヤコビ行列式であり

J =

∣∣∣∣∣∣∣
xr xu xv
yr yu yv
zr zu zv

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
cos v cosu −r cos v sinu −r sin v cosu

cos v sinu r cos v cosu −r sin v sinu

sin v 0 r cos v

∣∣∣∣∣∣∣
= r2 cos v.

よって∫
S
F · dA =3

∫ π
2

−π
2

∫ 2π

0

∫ 3

0
r4 cos vdrdudv

=3 [sin v]
π
2

−π
2
· 2π ·

[
r5

5

]3
0

=
2916π

5
.



第13回「ベクトル解析」 2023年1月17日
教科書：清水勇二著「基礎と応用 ベクトル解析」サイエンス社

参考書：E. クライツィグ著, 堀素夫訳「線形代数とベクトル解析」培風館 担当：國谷

1 グリーンの定理

Ω ⊂ R3は有界領域とし，その境界 Sは区分
的に滑らかな曲面とする．f, gはΩ上のC2級
関数とし，F = grad g = ∇gとする．基本性質
div (fF) = fdivF+∇f · Fより

div (f∇g) = f∆g +∇f · ∇g

が成り立つ．f∇gにガウスの公式を適用すると，∫
S
f∇g · dA =

∫
Ω
div (f∇g)dV

=

∫
Ω
(f∆g +∇f · ∇g)dV

を得る．Sの外向き単位法線ベクトルをnとし，

∂g

∂n
= ∇g · n

とすると，次の等式が得られる（グリーンの
定理）．∫

Ω
[f∆f + (∇f)2]dV =

∫
S
f
∂f

∂n
dA,∫

Ω
(f∆g − g∆f)dV =

∫
S

(
f
∂g

∂n
− g

∂f

∂n

)
dA.

グリーンの定理を用いると，次の定理を示す
ことができる．

定理 1 ϕは Ω上の C2級関数で，∆ϕ = 0を
満たす（調和関数）とする．S上 ϕ = 0，ある
いは S 上 ∂ϕ/∂n = 0が満たされるならば，ϕ

は Ω上定数である．

定理 2 ρはΩ上の連続関数で，f, gは S上の
関数とする．ポアソン方程式∆ϕ = ρの解で，
S 上 ϕ = f，あるいは S 上 ∂ϕ/∂n = gを満た
すものは高々1つしか存在しない（または高々
定数の差しかない）．

演習問題� �
Ω ⊂ R3は有界領域とし，その境界 Sは区
分的に滑らかな曲面とする．u, v, wはΩ上
の C2級関数とするとき，次の等式が成り
立つかどうか答えよ．∫

Ω
w∇u · ∇vdV

=

∫
S
wu∇v · dA−

∫
Ω
u∇ · (w∇v)dV� �

2 マクスウェルの方程式

Eは電界，Hは磁界，Dは電束密度，Bは
磁束密度，ρは電荷密度，iは電流密度とする．
次の 4つの方程式はマクスウェルの方程式と呼
ばれる：

rotE = −∂B

∂t
, rotH = i+

∂D

∂t
,

divD = ρ, divB = 0.

第 2式の div を取ると，連続の方程式

∂ρ

∂t
+ div i = 0

が得られる．また，ガウスの公式を用いると∫
S
D · dA =

∫
Ω
ρdV,

∫
S
B · dA = 0

を得る．真空中ではD = ϵ0E, B = µ0Hが成
り立つ．真空中で電荷や電流が無いとき，マク
スウェルの方程式は

rotE = −µ0
∂H

∂t
, rotH = ϵ0

∂E

∂t
,

divE = divH = 0

となる．rot rotE = grad divE − ∆Eを用い
ると，

∂2E

∂t2
− v2∆E = 0, v =

1
√
ϵ0µ0

,

を得る．これは波動方程式と呼ばれる．C2級
の関数 f に対し，E(x, t) = f(x − vt)および
f(x+ vt)は，1次元の波動方程式

∂2E

∂t2
− v2

∂2E

∂x2
= 0,

を満たす．
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演習問題� �
Ω ⊂ R3は有界領域とし，その境界 Sは区
分的に滑らかな曲面とする．u, v, wはΩ上
の C2級関数とするとき，次の等式が成り
立つかどうか答えよ．∫

Ω
w∇u · ∇vdV

=

∫
S
wu∇v · dA−

∫
Ω
u∇ · (w∇v)dV� �

解答 f = wu, g = vとしてグリーンの定理を
用いると∫

S
wu∇v · dA =

∫
Ω
[wu∆v +∇(wu) · ∇v]dV

を得る．ここで

∇(wu) = w∇u+ u∇w

に注意すると∫
S
wu∇v · dA =

∫
Ω
w∇u · ∇vdV

+

∫
Ω
[wu∆v + u∇w · ∇v]dV

を得る．また

u∇ · (w∇v) = uw∆v + u∇w · ∇v

であることから∫
S
wu∇v · dA =

∫
Ω
w∇u · ∇vdV

+

∫
Ω
u∇ · (w∇v)dV

を得る．よって問題の等式は成り立つ．
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微分形式

各 p = 0, 1, 2, 3に対して，次のように定義さ
れるものを（3次元の）p次微分形式あるいは
p-形式という．

(p = 0) f

(p = 1) f1dx+ f2dy + f3dz

(p = 2) g1dy ∧ dz + g2dz ∧ dx+ g3dx ∧ dy

(p = 3) hdx ∧ dy ∧ dz

ここで f, fi, gi, h (i = 1, 2, 3)は Ω上定義され
る無限回微分可能な関数であり，∧は結合則，
分配則および交代性

dx ∧ dy = −dy ∧ dx (特に，dx ∧ dx = 0)

を満たすウェッジ積（外積）である．2-形式dy∧
dzは面積要素 dydz，3-形式 dx ∧ dy ∧ dzは体
積要素 dxdydz = dV と同一視できる．

df は f の全微分

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz

とする．また，ベクトル場 F = t[f1, f2, f3]と
G = t[g1, g2, g3]に対して

ωF = f1dx+ f2dy + f3dz,

ηG = g1dy ∧ dz + g2dz ∧ dx+ g3dx ∧ dy,

と表す．このとき，df = ωgrad f や

ωF = F · dr, ηG = G · dA

が成り立つ．1-形式 ωFおよび 2-形式 ηGの外
微分を次で定義する．

dωF = df1 ∧ dx+ df2 ∧ dy + df3 ∧ dz,

dηG = dg1 ∧ dy ∧ dz + dg2 ∧ dz ∧ dz

+ dg3 ∧ dx ∧ dy.

df を 0-形式 f の外微分とすれば，p-形式の外
微分は p + 1-形式であることがわかる．また，
3-形式 θ = hdx∧ dy ∧ dzの外微分は dh = 0と
する（3次元では 4-形式は 0のみ）．

例題 1 次の外微分を計算せよ．

1) d
(
y2dx− xzdy + z3dz

)
2) d (xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy)

演習問題� �
次の外微分を計算せよ．

1) d (xydx+ yzdy + xzdz)

2) d
(
x2yzdy ∧ dz + xy2zdz ∧ dx

+xyz2dx ∧ dy
)

� �
外微分と rot , div の関係について，次の等式
が成り立つ．

dωF = ηrot F, dηG = divGdV.

これより，ストークスの公式とガウスの公式を
以下のように統一的に表すことができる（ス
トークスの定理）．

（ストークスの公式）
∫
∂S

ω =

∫
S
dω

（ガウスの公式）
∫
∂Ω

η =

∫
Ω
dη

ただし ω = ωF, η = ηGである．また，0-形式
f に対しても ∫

∂C
f =

∫
C
df

が成り立つ（勾配ベクトル場の線積分）．

(x, y, z, t)を座標とする 4次元 R3 の微分形
式を考える．E = t[E1, E2, E3]を電界，B =
t[B1, B2, B3]を磁束密度とするとき，2-形式

η =B1dy ∧ dz +B2dz ∧ dx+B3dx ∧ dy

+ E1dx ∧ dt+ E2dy ∧ dt+ E3dz ∧ dt

を定めると，マクスウェルの方程式の 2式

rotE = −∂B

∂t
, divB = 0

は，1つの式 dη = 0で表すことができる．
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演習問題� �
次の外微分を計算せよ．

1) d (xydx+ yzdy + xzdz)

2) d
(
x2yzdy ∧ dz + xy2zdz ∧ dx

+xyz2dx ∧ dy
)

� �
解答

1) d (xydx+ yzdy + xzdz)

= (ydx+ xdy) ∧ dx+ (zdy + ydz) ∧ dy

+ (zdx+ xdz) ∧ dz

= xdy ∧ dx+ ydz ∧ dy + zdx ∧ dz.

2) d
(
x2yzdy ∧ dz + xy2zdz ∧ dx

+xyz2dx ∧ dy
)

= (2xyzdx+ x2zdy + x2ydz) ∧ dy ∧ dz

+ (y2zdx+ 2xyzdy + xy2dz) ∧ dz ∧ dx

+ (yz2dx+ xz2dy + 2xyzdz) ∧ dx ∧ dy

= 2xyzdx ∧ dy ∧ dz

+ 2xyzdy ∧ dz ∧ dx

+ 2xyzdz ∧ dx ∧ dy

= 6xyzdx ∧ dy ∧ dz.
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まとめ

例題 1（教科書 問題 2.10）次の等式が成り立
たないことを示す反例を与えよ．

1) rot (F×G) = (divG)F− (divF)G

2) div (F×G) = G · (rotF)

例題 2（教科書問題 3.10）心臓型の曲線 r(t) =
t[(1 + cos t) cos t, (1 + cos t) sin t] (0 ≤ t ≤ 2π)

で囲まれる平面の領域の面積を求めよ．

-1.0

-0.5

0.5

1.0

例題 3（教科書 問題 6.3）次のベクトル場Fと
曲面Sについて，積分

∫
S(rotF) ·dAを求めよ．

F(x, y, z) = t[x2 + y − 4, 3xy, 2xz + z2],

S : x2 + y2 + z2 = 16, z ≥ 0.

例題 4（教科書 問題 7.2）次のベクトル場Fと
曲面 Sについて，積分

∫
S F · dAを求めよ．

F(x, y, z) = t[xy2, x2y, y],

S : x2 + y2 = 1, z = −1, z = 1で囲まれる

立体の表面.

演習問題� �
次のベクトル場 Fと曲面 S について，積
分

∫
S F · dAを求めよ．

F(x, y, z) = t[x2, 2xy, 2yz],

S : x2 + y2 = 1, z = 0, z = 1で囲まれる

立体の表面.� �
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演習問題� �
次のベクトル場 Fと曲面 S について，積
分

∫
S F · dAを求めよ．

F(x, y, z) = t[x2, 2xy, 2yz],

S : x2 + y2 = 1, z = 0, z = 1で囲まれる

立体の表面.� �
解答 ガウスの公式より∫

S
F · dA =

∫
Ω
divFdV =

∫
Ω
(4x+ 2y)dV.

ここで x = r cos θ, y = r sin θと極座標変換す
ることにより∫
S
F · dA =

∫ 1

0

∫ 2π

0

∫ 1

0
(4r cos θ + 2r sin θ)rdrdθdz

=

∫ 2π

0
(4 cos θ + 2 sin θ)dθ

∫ 1

0
r2dr

=0.


