
§7時空の幾何学 は

§ 6 の復習
。 平行移動や共変微分 は持続を用いて定義される 。

o. Riemann幾何学 における 接続は Chrisdel記5 に他ならない
.

§ 7 の 目標 i 時空の 曲がり を特徴づける Riemannテンソルについて学ぶ

① Riemann テンソル| Riemann テンソルの 性質

① Riemann テンソル T

Q. 時空の 曲が) を どの よう に 特徴付けたら 良いか? 壇
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※ Pから Q へ CR と C、 それぞれの経路 に沿って

P ・ ・ R ベクトルを平行移動し
。
その差を求めよう な

なか だ こ つ(ft と 「

o 経路 に ( P→R→ Q)

まず
.

Pから R に ベクトル が もしかを平行移動すると

べとい → べた ( CD = ベ (ers - Tf、 (が どなが

さらに
.

Rから Q に平行移動すると

もしか → f ( Cm) = Gは) - 1で、
(つは) 5ep した 。) より

.

べだい)→ べ ま ( CR) = ベとは 一が 、
(か よ ep か。)
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E と 8の それぞれ 1次 までを残す と
、

べも ( CR) = べなが 一 に、
(か。) ( Et S)では。)

+ (な背の 「なにの%が べ 」とftp.経てる Cc ( わい A ) も 同様に

べも ( Cc) = べない。) - PF は ( Et I) ep には )
し X f

+ や し て 「たい。) t しないの 「たかが A SE とは)

・ 両者 の差 を計算する とこ

べだい)がない
= [ がない なかの 一 (の→ p] べSift 。)
ここで Riemannテンソル がい p を

Rてなれた 。
+1た 。 Tip - の 「なだ。 1での で 定着 する と

.

べも いい ー べたいこ Rた の p
べ 84では。)

※ 共 変微分 が平行移動を生成する ことからも わかる よう に
。

ベクトル場 AED = ベ (っいた (か ) に対し、

[R
.
7p] ベ = ワの名 が 一 % はベ = Rた の p

べ

が 成り立つ (各自 deckDD
.

このこと からも Riemannテンソルが テンソルと して ふるまう ことが わかる
.

o Ricci テンソル . Ricci スカラー

Riemannテンソルの添字 の縮約 を取る ことで

Ricci テンソル : Rn = My ,

Ricci スカラー : R = ダ 12べ ば R'
p

を 定義する ( 次 ページの和 Bianchi恒等式 より R、
こ Rur が従う)

R.各自 Check!



② Riemannテンソルの 性質
。 添字の 仮)対称性
⑨ が し xp

= 一 が し p の
(後 2 つ の 反対称 性)

⑧ が、pot Not R
^
s p
= o (後 3 つ の 循環手 が 0 う と 1 Bianchi 恒等式)

⑥ Rr は p
= ftp.R?ap は Rn p

= - Ray を 満たす (前 2 つ の反対特性)

また
、

~ より ⑥ が、 p
= Rapp 、 ( 前 2 つ と後2 つ の 入れ換え) も従う 。

問題

(l) スカラー場に対して [ Dr.7は = 0 が成り立つ ことを示せ 。

( スカラー場の共新放分 は とがる中である こと に 注意)

(2) 交換関係 [ A 、町 = AB- BA に対し
,

Jacobi 恒等式 [ A.CB.CN t CB.CC、Alt [ C.CA、明 二 〇

橤で鱟が邌籤籤竈蘂麤
. ...014) 川 の 結果を 中 = べべ ( べは ベクトル場で Ai し、 べ )

に 適用 すること で 上記の関係式 を示せ
.

(5) @ n @ から の が従う ことを示せ
.

o Riemannテンソル の 独立な成分の数
- h次元 時空で は@@ を満たす独立な成分は nhxn G =t個
> 和 Bianchi恒等式の は nxn C 。

= バツ )
-
はーい個の条件を課す

⇒ Kyrie 、 Nyneee) = はいが (
_

にかって侗の独立な成分



よ) 具体的に は -_-

、

時空の次元 h f う ? と独立な成分 吸

問題

に鬱鬱!な恋 毀た) を用い たいテンソルが表される ことを祀っ
た Bianchi 恒等式
Riemann テンソル の共変微分は 次の第2 Bianchi恒等式 を満たず、

De R' pot Do Most Do R
'

y
= o

問題

ある点が で も、 (xx)Nr かっ る
。 私 は*) = 0 となる 庄木真系を

点がにおける局所慣性系 (局所直交座標)という .

(l) 局所 慣性系において Riemannテンソル が

1で cpo
は* ) = df た 。 (xx) ー る 。Pfp は*)

と書ける ことを確うき せよ
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[Dr . [Du DeDA o

t [ けいに、呵 Ao t が (Dr.叨 Aに 0

から H2Bianchi恒等式が従う ことを 示せ 。


