
§6時空の幾何学 に)

§ 5 の復習
一般の時空中の点粒子の軌跡は測地線方程式

ば + た
。 娘 娘。 ( Fit84がいない。別

で与えられる
.
ただし

.
S は固有時間で に比例する affineパラメータ

。

t.it詔の は座標 の 曲がり具合を特徴たけこ
§ 6 の目標 : Christie記号の幾何学的意味をもう少し記しく

{の平行移動 と Riemann接続

② 共変微分

① 平行移動 と Riemann接続

Q. ベクトルや テンソルの微分をどう定義 するか?

※ 基底 erいい んで)が 各点 ごとに定義さ れているため 、

異なる 2点 の ベクトルを比較するの は非自明

。 普段、

何気なく していること
.

. 2点 P. Qで ベクトル場を | V(P ) = V(かたはの

V (Q) - VM (Derは。 う と展開

r 点 P にあるベクトルを点 だ平行移動"

eyな( つ( a)

が
淡が jfLe )

p

Euclid 空間 曲がった空間



平行移動により q (かが

た ( Cpo) = Mf (CDE、 (な) に移される (は : Pから への 経路)

※ Euclid空間 で Euclid座標を用いる と Mff
※ 一般の曲がった空間では .ME は経路 Ga に 依存 、

※ 角度や長さは平行移動のもとで不変

。 接続 (一般論 )
っ 2点 P, 0を結ぶ経路 Ga が与えられたときG。 上の 平行移動を

も ( G ・) = Mf (Ga)とした のように定める なにか
Nunn ffyしかし点卩の基底をねに沿っで平行移動" したもの

。 く た (G.)で繒・ 点 P とQが 十分 近いとき
、
水が こ つぐ + dが とすると

.

7 1れ

た ( Cpo) = q (か -1 、 (か。)が ep (か ?く
と近似でき .TT を接続 と呼ぶ ( Christoffer記号 とは限らない )

なしか

※接続 の定義 に 「どのような幾何学を考えるか」 が こめ られる
。

。 接続 の 一般座標変換

一般座標変換の もとで
どの (G・) =颸 / Ha が 、

ないが颸 ( なか
p Q

※ た は 点 Pにおける ベクトル基底の変換を反映する
。

ここで if =iは、 明 が

遇 dが (わはな ー っぽ) を 用いると

⇒ 次ページ



どの ( G・) =
が

册なたいか ー

。がち1が ないか
。

r
2つ( M

=

rはいか ないか ぶなか ー が追ばなら

= ない一健麗。誹ないが一が 𢌞 ) が e。 呦るがが P

これを 定義式

をる ( G。) = d (か ー かるべが dが ど。 1な) と 比較すると
.

ので gがもが ) =諗 がる_𢌞には"
が_が

※ 接続 はテンソルでは盛 (H 2項のせい)f※ 局所的 に な。
=0 と なる 座標を とれる とき 一般の座桲でいた し た

o Riemann接続
Riemann幾何学では
a) 平行移動のもとで 角度や長さが保たれる
(b) 局所的に直交座標を とれる (Piro) ⇒ 一般の 座標で いた = ア1{~

て局所自もとに動として消せる ことに対応
TEE

を要求 することで 持続の形 を決定する
。

.la) について い
、

ベクトルの長さ は計量を用いて ルに し、
じじ

|2 つ の ベクトル
、
U としの 間の角度 0は cos0 = は 0 し"

⇒ 平行移動で計量 が不変 も(Cが t.CH = で、
(か - 16- a)

Pと Qが十分近い とき

( 6 - a) の地 ニ には) - だ。
がeyか 。 (とは) - 1で 、

ぷなば)

= で は。) - ( ff 8。いやG 紜 )が



L
= ドか + はし、

一 にはa - PG der )が
よって 、

16 -a) いる。し、
一 Pfga - PG go.co . . . . 1 6 - b )

o 以上 より
.

Riemann幾何における接続 ( Riemann接続) は

2が、
一 Pfp Serif Sera に = 呍 を満たす

の 具体的に argue = アし 8。 いなさ
た が 「 T.se。 +1な し たパン を使った

+ -38べ ーなる。 - TipSeries
い

たがなし。でもい 21なる。
。

1で、 g"にし+2 いる。-3 し、
)

これは § 5で 導入 した Christie記号 に他なら ない
。

以下 で表れる 接続 した は全て ChristAN記 3 を表す
。

② 共変微分
① で 導入 した 平行移動の概念を用いて テンソルの (共 変) 微分を考えよう

.

o ベクトルの 共 変微分 VCO)

ベクトル場 では) もいい の 変位を へ じ (かだ例
で平行移動

△はp = Vた。)も(か ー してい ないか
_

で定義 しよ う
.

\
.esv

L 点や の ベクトルを Qに並行移動

微小な変位 な一つ(ftが に対しては
.

0 br = VM ( つね)と は。) - Vは -dD (f は a) - if andが ep (水 が)

= [ 2では。) t ないか じはる] がq(か
と表せる

。
ここで

、
ベクトル の共変"微分 にび を

RUM = awt れ て、 VP の ように 定義する
。



。 共変微分 の 一般座標変換性
r
でいくの

ベクトル場の変位が △ Ve = Rで は。) 山で も (つね)

と表せていた ので
.

共 変微分 RUM は ( 1 . 1) テンソル と して変挨するはず
。

実際
、

RV
' B (つじ ) =

子
が
_

。
V
' P
Di) t やし、 はり V

'6 (つじ )

j.it?iE+ば鑅球讞鶚
が𦀌

-

=

が iいい が一 ( i ) いい」

が が P
=

が がるがい + i (器) 器 がいい)

一、 一 一 一 - ne -
en _

-_- 颸器 なぺい ) + ぷがる廻話ではり
in - - _ _

、

ここで 0 = j (i 器) = 高 ぼ)𨕫 +ij を用いる と
- -.-

-_- -_- -_- -_-

はやはり 二 諗溪 ( るがいい たパ明 =颸iで哆
。 1形式の共変微分

1形式の基底では) の平行移動 をtMCは) と書き
_

内積との整合性 く よがいがた (CD = 87 を要求 しよう
.

する と
、
微小な 変位 のが こ がせぶ に対して

.

IM (Cedar (つは) + ATp dがでは ) の形 を仮定する と
、

CIM (GO.tv (にが こくまば.net〉 t.fiがくぺいるとはかつ
二 圯

く = 北
一 だ。 dがいた。第二 f

くに べ いが た (CD = 8 て き Aた 。 = アし
g



以上より .tn (CD = wた。) にIが wた。)

これを用いると
.

1形式場 A こ べつりんた ) の 変位は
r

かがつくが わく

△ A こ べには) wM は) - Arti)が ( CD

= An (かび (な一 Arは一わり ( wr は。) 七% がでは

= が (2.AT?Ap_IwPCxo)le=iRAr( 1形式の共変微分 )
o テンソル の 共変微分
同様に

。

一般の Cm 、 n ) テンソルの 共変微分は

7でいい 。 。ベンで
"

が。

+なべだし

て .
. . .at呍で"だ。。。

t ・ ・ 一

一 なでたがなでた 。がべ
の よう に 定義され

、

Cm 、 nti) テンソル と して 振る舞う
。

。 特に 、 Dp し、
二 O が確認できる 。

(計 量が 平行 移動で不変 な ことを 意味する)

問題

きらし噐籬鼈
、

噬響斄嶽がいい振る舞いを礙は_


