
§ 5 測地線方程式

§4 の復習
っ物理量の記述には ベクトル や 1形でその一般化であるテンソルを用いる

・ テンソルの一般座標変換性は Lorentz変換の一般化になっている .| 慧鷲龗、鸞䯂::::か?:嬴.ir
§ 5の 目標

。 曲がった時空中 の 点は好の運動 を記述する測地線方程式 を理解する
。

。 座標系 の曲が) を特徴付ける ChristofH 話 に触れる
① 測地線P Christoffer 記号と 曲がった座標
③ 曲がった時空中 の点拉子の運動

① 測地線
Euclid 空間 における 直線 2点間をつなぐ曲線の うち

、 長さが最小のもの
。

これを一般の計量を持つ空間 に拡張 し よう な
。 媒介変数 入 を用いて 2点 A . 13を 結ぶ 曲線をがい)と表すと ばM (D

曲線の長さは S = f!入 幽 わーが . . . . 1 5 - a」

(簡単のため 、 計量 し、 が正の 固有値しか持たないとする)

問題
作用 ( 5- a) が

でき糶靏嚴櫽で熟した!𣜌で碗砉



o 変分原理を用いて 「長を最小の曲線 を求めよう ?

まず 1 5-a) の変分は

SS = れば 費 娘が よ (き たが判って

-_-
い)

で 与えられるが
.me

は

一
ニ し、 幽 楽に 上がるが楽 越
= では娘的 に楽なが

dが し l
- 娘 がないがな だっ-_-

特に
.
最後の 2項

ne

は次の ように まとめられる

_
= - J (ねんべ る んよ みなかがば!

ここで Christoffer記号 な、
を

_
(がく)

な、 86に Gatas or - 2o!)で魞すると
。

m
-.- た が なば楽

な.mil に 幽 がら ー し、
8が (毬+1な ば緲

( 5- b) に これを代入する と 、

ss.si は鍵制な総術では洲顥だが剉]
= なれば ! !が し、

8が

心が詘は嚩制 -1 𡷠 + か。 娘制]
-

L
=o (作用は理 )



o 以上 より 「長を最小の曲線」 は

楽 +1な ば!ががさたばだぽ ) =。 い)
を 満たすべきことがわかる 。

特に媒介変収入を曲線の長を s ( dに し、
ぶわい) に選ぶと

gp ば Y = 1 より ( 5- d ) は

2

tt し てpjf = 0 . . . 1 5- e ) に まで 簡単化 し
、

測地線方程式 と呼ばれる
。

また
.

d入る ds を 満たす媒介 変かは affine パラメータ と呼ば れる

L 比例係数は 入や s に 依らない定数

② Christoffer記る と 曲がった 座標
・ 測地線方程式 ( 5-e )や Christie記る いい) の 意味を具体例で 考えよう?

eX . 1
.
2次元 Euclid座標

dsた が+65 .gr 、 = ( i i ) 、
ダニ ( di )

⇒ いる。
= I が ( 2の gp。 t する。 -2は ap) = 0

測地線方柱式 は 幽 = 0 ⇒ が 、 aist b" Can, 5 : 定列

ex . 2 2次元 Euclid 空間の極座標rgrrdiditidd.grし て 別 、
どこ ( し た)

も

go.IT
。
こ きが か。 GrottoGrotto) = 一 r

Pfo こ や fr = f ,

others = 0 ← 各自 CHECK は



測地線方程式 は で遠心が
0 =断磯料熊婚らI 。 娘に継が幽 ま選で0冊

で 3
.

2次元球面の極座標
でコリオリ が

dに心 + s は 0 dが
、 Gil ! 品で 、

ダニ ( し た。)

契籮も!だと簱?続い灬。ッ@÷

Christoftd記号 は座標系の 曲 が)具合いを特徴付ける な

お)詳しく は § 6で 同

問題

と嶺鼺、
?鬱鬱?「器が聻、麗箭壁蠶

③ 曲がった時空における点拉子の 運動
・ Min kowski 空間における相対論的粒子の 作用 は

S = -mcfd.NET- し、 幽 歌 で与え られて いた

。 一般 の計量を持つ時空 への 自然な 一般化は

S -_-mcfdM-g.net?悪 ー いの



変分 原理を用いると運動方程式 は

幽 の鳴選がが私は鳴袋にいい
時に

、
入を 固有時刻で ( じだこ ー し、

ぶが) に 選ぶと

は
が +1が楽飛 = 0 . . . 1 5 - i ) に 帰着 する

。

問題

で、
灥量が「なでで翯:鷲で般座標変換のもとで碗茂

・ Newton動、
Newton 力学との対応

以下の極限で Newton理論 が再現されると期待される

1.動が弱く計量の Minkas ki時空から のずれが 小さい

と、
こ て、 the Ihm K 1 .P ? 点粒子の運動は非相対論的である : 1剉《 C

hr は 静的で .

時間 依存性 が無視できる

運動方程式 (5- h) で 入れ と し
。 上記 3つの 仮定を用いると . 15-h)の i成分 は

楽 tれた = 0 と近似できる
.

ここで た。 ば「 ( 2 0 。 for - 2 SD = 一 が hoo を用いると
、

運動方程式 は 墏 = - al - Eh。) と 近似される
。

dで

⇒ Newton ポテンシャル中 と計量を 中 に _ Ehoo のように 同一視できる4

問題 以上の議論 における 近似計算 の詳細を酎邅





まとめ
。 一般の時空における 「直線」 は

燕燕鱟:欝鱲蘂韜
の、 ではいるがiが、 )

は 座標系の 曲がり 具合いを特徴付ける (H
.
§ 6)

の 計量 を Minkaski計量まわりで

gi T.hr ( 1hrl に 1) の ように 展開すると

.hrの 00 成分 は Newton ポテンシャル と 中 -_- Eh 。。 の ように 同一視される 。

(cf.AE - C 、ロン )


