
§4時空の幾何学 い )

§ 3 の復習

動 の効果は座標変換により 局所的 には消せる
。| 大域的 には 空間 (時空) の曲がり具合で動 を特徴付けられる

⇒ 曲がった空間 の記述に適した Riemann幾何学が有用 な

§ 4 の目標 i 曲がった時空 上 で物理量を どう記述するか を学ぶ

① ベクトル、 1形式、
テンソル

は理論物理学のための幾何学 と トポロジー
② 一般座標変換が 距離 と計量 by 中原幹夫

① ベクトル 、 1形式テンソル
。 幾何学の基本的精神
空間や空間上 の物理量 は座標系 とは無関係 に存在し 座標は 人間が便宜上曽入 した道具 に過ぎない

a.空間 上のスカラー関数 (場)

y)
た。○

座標系を導入するまでもなく
。 各点 における 関牧の値が定まっている
。 2点 の における fの差も

of。 = f(Q) -f( p) のように表せる

。 座標系が を 導入する と . . .

.

n スカラー関数は 座標の関数fは ) として 表される

。 2 点 や Q の座標を が 、
つくか とする と of。 = fは

。
) - f(か

特に P とQ が 十分 近ければ

of。 これが fyfい (N = な 一つ( i)

と 近似できる
。



※ ここで dxf は点からの微小な変位 がで は点 P から 見 た 向きを表す

以下 では 点 X における dが とる
か をそれでれんてついもは ) と書く
.ie、
dx

、
座標系が、

で
⑧ ベクトル と 1形式

向き を持つ量 と して次の 2種類が 考えられる 定義されている こと を明示

ex . 2
.

風向き
との 向き に どの速さで風が吹いている か を表す ベクトル
serine researchers

Ler (x) L
vMGC) dが

N ( X ) = でいた (a) と表す のが良さそう
で ^ ~

Tex
. 2

.
温度勾配 が
どれくらい移動すると 温度 が どれくらい 変化する か を表す ベクトルArgo
L nl し ) < Anは )
AN ) = Arいい ん

かは) と 表す のが良さそう
点 × (座標系 に依らない

概念)

より一般に f r
座標系に依存

・ 向きだ と指定すると値 が定まるものを ベクトル VI ) = じい )とは )|
. 変位 wM

.. " 微分 1形式 AN) = As) が

また .hrを ベクトルの基底びを 1形式の基底と呼ぶ
と呼ぶ

。 内積
ベクトル と 1形式の内積を〈When -

一 だ の ように 自然 に導入できる .

(c f
. が
かた だ )

これを用いると ベクトル V = ver と 1形式 べ べび に対して
、

スカラー 量 は、 い こく Arw?いい
= ftp.vkwie) = AN 'が定義される

またく A.frに An くんで V 〉 = で の よう に 成分を取り出すこともできる 、



o テンソル

物理量 T が erやび のテンソル積を用いて

T (X) = TMが「Mn . . . v
(つり だい)の -_- の er は) のW

'

は) の -.- @ n
"
a)

n M

Mm
と表せるとき

、

T (X) を (mm)混合テンソル
、
で

"

n .

か) を その成分 と呼ぶ
。

ex 風向きの勾配

どれくらい移動すると
、

風向き が どれくらい変化するか ⇒ ( 1 , 1 ) 混合テンソル
-

Lwn Ler
② 一般座標変換
Q. 2つの異なる 座標系を考えると 。

以上の議論はどうなるか?

が 1 7 が 1 8 兆 1 9 点 P が 座標系が で つくが

い、 -4-_-で 3
" が「 でかが と表されるとしよう

が 、「Pty.
. 2

2つ の 座標系は一般に

y. 、
ついた が「 (D

、

つぐ こ つじ (か

が -6TEE の ように書ける (一般座標変換)
が 1 つに2 つに 3

ex 座標系 のずらし でた が t

• fini の 変換性
座標系を変えると連鎖律より

わに が
_.

dが
、 義 =諗諒 と書けるので

びくか =諗 なり
、 だい) =器ない

人が座標における基底 や
特に内積は一般座標変換 と整合的なっている

Sた んが、いかがで 噐 くでい、
どが
mitig

=諗 ば = 8で、



o ベクトルの成分 の変換性
水座標で ベクトル V を V(X) = Vた ) epc )
が .. s V (X) = がいいな が) と 展開 したと しよ う

、

ポイント : ベクトル (×) は座標系 に依ら ず に定義封
よって V

は い ないじ ) = W(Derは) = Vな ) が
_
ない

⇐) は いい ) = 2が
_

で は )

・ テンソルの成分 の変換性
同様に して

、
一般のテンソルの 成分 の変換性は

T
'がないが ) こう裟 ー る器 が_

"

... が「_
"

が無いツー ( 4-a)

祭嬰ル城/幻 を数なっ行っ般座標変換性 (4.IS
で 与えられる 。

③ 距離 と計量
o Minkowski 空間では4次元的距離を

d5=-0れた がtd 5tdで こ し dが dが で 導入 し
、

て、 = diay ( - 1 , +1 、
+1

、
+1) を Minkowski計量と呼んだ

。

o Riemann幾何学では 、
これを 一般化する ために.gs 内積

ベクトル の基底 では ) 同士の内積をerは) ・ と は ) = し、
氏 ) の よう に 導入する

、

さらに微小な変位 わい ぶだい) に対して 距離 1線素 )を

dに ( IMF はD . (がたい) = Grc は ) だ が で定義 し
、 し、川を計量と呼ぶ

また計量の逆行列を 8が ( しいばい ) = f ) と 書く
。



・ 計量の 一般座標変換性
の 一般座標変換 と ベクトル基底 だい )の内積 の整合性の

が p いりこ なが)
・ e
'

p が)
= (談「

ep) 。 ( か⇒と、明
談話 がツ

・ 計量の逆行列の変換性も がたり がべ) = S ? よっ 次のように従う i
ます! S

'"
はり 颸rが ない) = 坊 を 要求 する

両区 に it ぱい」 を かける と
、

酙 がい談 が 𦥯節ば がいい

-_-
い な 1つ Sr

= がい認器 = g
颭・

c)= ががまだ がいい

よって がた ) = 鎏𢌞' がいい
/

o 添字の上げ下げ

特殊相対論 では Minkowski計量を 用いて 添字の上げ下げを していた
。

同様に
、
例えば

WM (eiv) = nr (だいた) = (し、じ) で

の ように ベクトルから 1形式を作る ことができる
、

以下 では Y = など のよう に計量 を用いて 添字 を下げる

同様に
。 一般のテンソル添字も計量 し、 と 逆行列 ダ を用いて

、

添字の 上げ下げ を行い
、 新たなテンソルを定義 できる .



まとめ
。 (min) 混合 テンソル :

T (X) = TMがべ
.
. . . に

しか ない)の 一 のない のでいい の -.- のでいい)

虀な欝:璺爨:贒灣::懟
にいい口の計量および その逆行列の変換性は

なべ ) =罭 がなし、川 がたり 、器器 がい
.gr とば を用いて 添字の 上げ下げ を行い

、
新たな テンソルが作れる 。

ex 。
ベクトル Ver から 1形式 ywM (y= で、

じ)

2形式 ftp.WM から ベクトル AMG ( Aた が AD

問題
3次元 Euclid空間 を考えよう

。
Euclid座標 にいる日) を用いると その計量は

dに し、
ぶ だ = dが tdが心 で 与え られる

d) つに rsinocosgy.rs in O Sins, Z = r cos 0
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