
§ 2
.
作用原理に基づく Maxwell理論の記述

§ 1
.

の復習
・ 4元 ベクトル Ar に FAD を用いて 、

電場区 と 磁場 113は

P た = c Eio
、
Bi たとはなくなるがるべ と表される

• Maxwell方程式は
、

さらに 4元カレントス = 1 - cp.si) を 用いて

7°62
pた。

= pJp どがる し た = 0 と 表される 。

§2
.
の 目標 : 作用原理から Maxwell 方程式 を導出する な

①作用原理と点粒子の運動
Klein Gordon作用{ B Maxwell 作用

① 作用 原理と点粒子の運動

。 非相対論的粒子
作用 (たけ) の汎関数) に S [がいた れ が 一 V的 灬 ( 2 - a)

微小な変分 が け) →が) +8が) に対する 作用 の変化は

SS 1呦 = fft [mが 8が 一が 8* ]
p

= Ldt (一m が 一 V) ・ 扱 +1表面項)

※ 8水 に関する 2次以上の頃は無視 した

⇒ 作用が 極値を取る条件 と して運動方程式 が得 られる :

- mが 一 V = 0 m が 二 - V



o 相対論的粒子 (自由粒子)
Q.非相対論的極限 は 1《 Cで 1 2 - a) を再限 し

.

かつ Lorentz 不変な作用は何か? (簡単のため V (か = 0)

い)運動項の共変化

まで 娘 二 ( C .が ) ⇒ 1 、 総越 = - Et が 2 を ふまえる と

自然な候補

SE.me/dtT....iDtdt=-mcfft( にがが ffdttmi.IE が )
にたどりつく

。

L
1が 1 《 C

(2) 共変性の明示化
ここまで は時刻七における粒子の位置が) を用いた記述
※時間だけ特別視されている 。

ズニ Ct

が (t ) が ( S ) 世界線 のラベル S

で

興が

遯 | がザッを用いた媒介変数表示

' S = -2

つとけ ) の 代わりにが ( s) を変数と し
、

1 2 - b) を次のように変更 しよ う i

s -.- mc ftp.T.EE . . . .
いい

※ S は慣性系 (座標が)の 選び方 に依存しない 世界線のラベル

⇒ 作用 は Lorentz不変
。



(3) 作用 の解釈
。 作用 ( 2 - c) は ラベルの張り変え S→ s

'
= S
'

( s ) のもとで不変
にい -_-mば幽 剉 (鳳竅

- s
- S = 1

-.-mcsii 𤭖が
※物理は世界線の ラベル付けに依存しない

。

' S = -2
-

s.se

・ 固有時刻工 を 用いて S ここ の よう に選ぶ と物理的意味が わかりやすい 。

固有時刻で は いが -_-たが dが で定義 されるので
.

い) -_-mcは ftp.i-miffdt
⇒ 自由粒子は固有時間が極大になる ように運動 ( cf

、

双子のパラドクス)
・ 変分 原理を用いて 運動方程式を求めよ う ?

p O r u

ss.me/ds いい。𢰤 事が し 飛 将
-.-mcftily.ttが剉が (表面頃)

- 1に
⇒ i lying剉 = 0

時に S を固有時間で選ぶと.EE? れがい になる ので 。 楽「
こ Oy

問題

鬱鬱焚築転 で韜媽が渦がロ運動方程式を 導出 し
_

Coulomb 力 や Lorentz か が 再現されることを示せ



② Klein Gordon作用 rでの関奴
。 以下 の運動方程式 に従う場が) を Klein - Gordon場と呼ぶ :

( ローに) 中 =0 . . . 12 -D ( ロ =がたる ニンが idhlembert.in)

※ N= 0 のとき
,

§ 1 で扱った波動方程式 ( 1 - b) に 帰着
、

※ M = Em は質量の次元を持ち、
量子論では粒子の質量を表す

.

. Klein Gordon方程式 に -d) を再現する 作用 は次のよう に与えられる :

S = SA にはがないか . . . . ne)

※ 岏 = f がわじだが は Lorentz不変な積分要素
※ L -_-ものがかきんかを Lagrange密度と呼ぶ 。

※ 微小な変分 加) →加) +8帕) に対する作用の変化は
SS = SH [-28中 での 一 に 中 8円

= SH ( ローは)中 8中 +1表面項)
いなもが運動方程式

問題

iii.::鬱鬱のかな品?ここ品品を鬱
.0つまり L 1中には中町 = L 1が )はや町 で ある ことを示せ

きが に関する微分
2. 作用 ( 2 -e)が Lorentz不変なことを示せ



③Maxwell作用
Maxwell理論の作用を Lorentz不変性 と ゲージ 不変性 から構成 しよう な

rし

o 真空中 の Maxwell理論 はF = 0
. E = の Au - 2Ap

Lorentz 不変性 i に 挑む ( Lは Ar と その微分 からなる スカラー){ ゲージ 不変 性 : L は場の強さ たまがるた からなる

。 この条件を満たす 一番簡単な作用は

S = -
1

4-
fh も、

Ft . . . . 12- f) にはS が無次元になるよう にかけた)t

微小な変分 がいかが) t 8には) に対する作用の変分は

SS -h ft で はSA -du SAPが

活 SANSA た ー で は SA
r

が主 (表面項)

よって
、

運動方程式が真空中 の Maxwell方程式 を再現は

※ たの 3次以上や な の微分 を作用に含むことも できたが

電磁場 の大きさや 時間空間変化が 十分 小さいときには

Lorentz 不変性とゲージ不変性 から Maxwell 作用 (2- f)が従う

問題

だだ翳懟然ら点糴焱篇ができたが

2. Maxwell 作用 に 5- ) が Lorentz不変なことを示せ



o 電荷や電流との相互作用 は、ジ = Mが)
・ 4元 カレントだ との相互作用 を

S = は 1 -球だが t AAT の ように 導入 しよう

か の Loren変換を がいら = ベ、らい) が 、 べがり(
とすれば作用 はLorentz不変

すると運動方程式は

SS = fh ( -f 2が + J) 8Art (表面項) お」
-なるが +5た0 EsaFた r。だ となり Maxwell 方程式を再現は

• ゲージ 不変性と カレント保存則
.

Maxwell方程式 から 従う カレント 保存則 のが = ftp.が = 0 を

作用のゲージ不変性から 導出 しよう ?

ゲージ 変換 Ark ) →べはいがいけたのは ) のもとで 作用は

5 = は、 1 -幼 だが t A
'が)

= fdた ( -4 に特 AA"から「)
= 姒 (-4 たが+ Apr - の apr) +1表面項)

mne

の ように変換 ⇒ ゲージ不変 性はカレントの保存 がた 0 を要求 は

Lorentz不変性 と ゲージ不変性 を指導原理と して

!越理論は𧸐球が晶藩駕した。○


