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Maxwell理論と特殊相対性理論

§ 1
.

の目標 : Maxwell方程式を Lorentz 共変的に書く !

① Maxwell理論の復習は濃鬱鬱豔変な表示

① Maxwell理論の復習
・ Maxwell方程式
電場区と磁場 113 の Gauss の法則

DEE , DR = 0 ( p :電高密度、

と。 : 真空中 の誘電率 )

※砙高密度は 0 と した (単磁高は自然界で 見つかっ ていない)

・ 電磁誘導の法則と Amie- Maxwellの法則

が区 = 一通 。 日仍 = 1 1を張る) は、電流密度が真空中の磁気定数)

o 電石を波と波動方程式

簡単のため真空中 の Maxwell方程式 を考えよう
、 ( pas が 0)

D・知 0.DBO.ME-運 、
日刈が。と塰

例えば
、電場の時間に関する 2階微分は

、

張 圭織哬瀧鴫町詰が唎



ここで
、

ロメ (が区) = 日 (DE) - (DEDE
,
DE = 0 を用いると 、

張治嗾 の 1﨑建設誑。

※ 光速 に 「
一を 導入 した
←。

磁場 についても同様に は素 一素音一意) R = 0
以上の方程式は電磁波を記述する ( 次節も参照)

問題

で 讝饎𥱤」毀蠟うた晶忠恕に第
②波動方程式の 対称性

・ 以下の方程式は 速 さで伝播する波を記述 し
、

波動方程式 と呼ばれる :

は姜迪一 孨迪) 5例 = 0 . . . . いい

※とか は時刻を位置で の 関数 (場)

※に c (光連) の とき 、

( 1- a)を Klein- Gordon方程式 f(たか を Klein-Gordon場と呼ぶ

問題
1. ( 1- a) の一般解を求める皮を記述 していることを確認せよ

、

2.簡単のため、方向に 伝わる波を考えぉ や素がきた。と波動方程式 は Galilei変換 で七
、
ついつい ut の もとで どう変換されるか?

特に波の速さが変化する ことを確認せよ



• Lorentz対称性

・特殊相対論では
、

「光速 の不変性」を基本原理として採用 していた
。

光速で 伝わる波を記述する Klein-Gordon方程式

(di -建迪迪)とか w - いが

を見ると時間と空間 が符号を除いて」 同等な役割を果たしている 。

ここ で、
ズニ Ct を 導入すると ( 1-b) は

べ る f r意 7
。旭
に 0 (へ は Loe計量の逆行列 : いがだい )

と 書ける 。
以下では Einsteinの縮約 規約 に従い三 などは省略する

r.し

• この表示が Klein- Gordon方程式が 以下の Lorentz変換のもとで 不変 なことがわかる。

Lorentz変換 : N → がニベが

ただしではプべた。
=ベ を満たす 任意の行列 .

CHECK
p
6

p 6 2つじ し ffで 嘯の が誤っ訶、f
=プべか。

。
「廻の でgtu

問題

iii.騑𧸐:轍が𪘂さ巓が灤鬒巒がください

(a)運動方程式が Lorentz不変なこと
が 粒子が遅い極限で Newtonの運動方程式 に 帰着 すること
を確認 せよ



③ Maxwell方程式の Lorentz共変な表示
前節をふまえ. Maxwell 方程式 を4次元的に 書き直そう
。 4元ポテンシャルとゲージ対称 性

・ 時間に依存した電場や磁場を記述する に は
.

Colonbポテンシャル 中 と ベクトル ポテンシャル Aを用いて

E -_-田中一通、 R =がA と表すのが便利だった
。

特に電場や砙場は以下のゲージ変換 のもとで不動

中→が中 一業、 A → = A +内 の ははたが任意問牧)

。 ここで
、
4元ポテンシャル ftp. を A。

二 - E .
AiiAi のよう に導入すると

ゲージ変換は Ar→ べ = Art なる のよう にまとめ られる
.

同様に電場や磁場は

Ei = Cや照明が 、 Bi ことは建た (おだい) と書ける 。

さらに
、
場の強さ にいまたかが を 導入 する と .

E = Cた 。 Bi Eijh 号を
o-E.kik-E.la

の具体的 には し たが (鬣 談晶門
堅慧強さ も、が ゲージ変換 がなべ諟 で不変な・



o Maxwell方程式の 4次元的記述 額化のため
、な品 で☆

・ 電高密度P と電流密度 I を含まない 2つ .

DR = 0 Eijkdi 5た = 0
、
四伾 = 一通 E.jp?jFko=-iEijk2oFjkEI

( 1 - C)

さらに完全反対称テンソル で"を ど" = 1 となる よう に定義する と .

MPG2つ の式は E 2た。
= 0 と 1つに まとめられる .

これは Bianchi 恒等式 と呼ばれ 、場の強さた の定数から 自明に従う

問題
Bianchi恒等式と いいの 2つの 方程式 が等価なことを礮さ せよ

。鵼いん恒等式が定義式 なるかーるかから従う ことを祀と
。 残りの 2つ

。 四 ・知 もいで た。
= ftp. <⇒ で の Eine P

|肭 = ぺ 1 と壍 が 何 がった動麗璺:シンが

⇐) が Fii
⇐) へべ したい Moji

※ ただし Eijた とhi SieSir Sinn Sie を 用いた

ここで 4元カレントJrを J。
= - CRJ i = が で 導入すると

、

2 つの方程式は 7" のだ 。
二

r と 1つ にまとめ られる

「笻嵓恕奨慧がば醇麗蟲がわかった_
y


