
第1回「離散数学」 2022年4月12日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

集合と写像

何らかの対象の集まりのことを集合という．
例えば，対象 a, b, cからなる集合は {a, b, c}の
ように表される．集合を構成する各対象のこと
を，その集合の元あるいは要素という．自然数
などの数全体からなる集合を次の記号で表す．

N :自然数 Z :整数 Q :有理数 R :実数

aが集合 Aの元であることを a ∈ Aと表す．
ある条件を満たす元xからなる集合を{x | (条件)}
のように表す．例えば，偶数の集合は {2x | x ∈
Z}のように表される．以後，次の記号を用い
る（A,Bは集合）．

• A ∪B：和集合
• A ∩B：共通部分（積集合）
• A \B：差集合
• A⊕B：排他的和集合
• A ⊆ B ⇔ AはBの部分集合
• A ⊂ B ⇔ AはBの真部分集合
• Ac：補集合
• ∅：空集合
• |A|：要素数（濃度）
• A×B：直積
• 2A：ベキ集合

ただし，排他的和集合は

A⊕B = (A ∪B) \ (A ∩B),

直積は

A×B = {(x, y) | x ∈ A, y ∈ B},

ベキ集合は

2A = {B | B ⊆ A}

で定義される．|A×B| = |A||B|および |2A| =
2|A|である．

例題 1� �
集合 A = {a, b, d}と B = {b, c, d, e}に対
し，次の値を求めよ．

(1) |2A⊕B| (2) |2A∪B × 2A∩B|� �

集合 Aの各元に対して集合 Bの 1つの元が
定まるとき，そのような対応をAからBへの写
像といい，f : A → Bあるいは単に f と表す．
x ∈ Aに対して y ∈ B が対応しているとき，
y = f(x)と表す．

f によるAの像は

f(A) = {f(x) | x ∈ A}

で定義される．写像の定義より f(A) ⊆ Bは常
に成り立つ．特に f(A) = B が成り立つとき，
f は全射という．すなわち，

y ∈ B ⇒ y = f(x) を満たすある x ∈ Aが存在

が成り立つとき，f は全射という．一方，

x ̸= x′ ⇒ f(x) ̸= f(x′)

が成り立つとき，f は単射という．全射かつ単
射である写像は全単射という．

例題 2� �
次の写像は全射，単射，全単射のいずれで
あるか答えよ．

(1) f : N → N, f(x) = 2x

(2) f : R → {x ∈ R | x ≥ 0}, f(x) = x2� �
A,B を有限集合とする．|A| > |B|ならば，
写像 f : A → B は単射ではない．すなわち，
f(x) = f(x′)を満たす異なる x, x′ ∈ Aが存在
する．このことは鳩の巣原理とも呼ばれる．例
えば，神戸市に住む人の集合をA，1人の人間
が持つ髪の毛の本数の集合をBとすると，|A|
は現在およそ 150万であるのに対し，|B|は高々
15万であると言われている．|A| > |B|から，
鳩の巣原理より，神戸市に住む人の中で髪の毛
の本数が同じ人が少なくとも 2人存在する．

演習問題 1� �
全射だが単射ではない写像と，単射だが全
射ではない写像の例を，授業中に紹介した
もの以外で一つずつ挙げよ．� �
※解答は本日中に BEEFから提出して下さい．



第1回「離散数学」演習問題の解答 2022年4月12日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

演習問題 1� �
全射だが単射ではない写像と，単射だが全
射ではない写像の例を，授業中に紹介した
もの以外で一つずつ挙げよ．� �
解答例

全射だが単射ではない写像の例

• f : Z \ {0} → N, f(x) = |x|
• f : R → R, f(x) = tanx

• f : R → Z, f(x) = [x]（xを超えない最
大整数）

• f : A → B，A：人間の集合，B：誕生月
の集合

単射だが全射ではない写像の例

• f : R → R, f(x) = ex

• f : N → N, f(x) = x+ 1

• f : Q → R, f(x) = x

• f : A → B，A：現在日本で使われてい
る郵便番号の集合，B：7桁の数の集合



第2回「離散数学」 2022年4月19日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

グラフ

x, yを点とするとき，xと yを結ぶ辺を (x, y)

と表す．向きを考える場合，(x, y)は xを始点，
y を終点とする辺であり，有向辺と呼ばれる．
向きを考えない場合，(x, y)は (x, y) = (y, x)

を満たし，無向辺と呼ばれる．

グラフ理論におけるグラフとは，点の集合 V

と辺の集合Eの組のことをいい，G = (V,E)の
ように表される．|V |を Gの位数といい，|E|
を Gのサイズという．各辺が有向辺であるグ
ラフのことを有向グラフといい，各辺が無向辺
であるグラフのことを無向グラフという．グラ
フに同じ辺 (x, y)が複数存在するとき，それら
をまとめて多重辺という．また，端点が同じ辺
(x, x)のことをループという．多重辺やループ
を含むグラフのことを多重グラフといい，そう
でないグラフのことを単純グラフという．

例題 1� �
V と E が次のように与えられるとき，無
向グラフG = (V,E)を図示せよ．

V = {1, 2, 3, 4},
E = {e1, e2, e3, e4, e5, e6},
e1 = (1, 2), e2 = (1, 3), e3 = (2, 4),

e4 = (2, 4), e5 = (3, 5), e6 = (6, 6).� �
G = (V,E)とG′ = (V ′, E′)が同型であると

は，次を満たす全単射 f : V → V ′が存在する
ことをいう．

(x, y) ∈ E ⇔ (f(x), f(y)) ∈ E′

例えば，次の 2つのグラフは同型である．

次数

辺 (x, y)が存在するとき，点 xと点 yは隣接
するという．また，辺 (x, y)は点 xと点 yに接

続するという．点 xに接続する辺の本数のこと
を，xの次数といい，deg(x)と表す．次の等式
は握手補題として知られる．∑

x∈V
deg(x) = 2|E|

この等式は，グラフの各点の次数の総和が，グ
ラフのサイズの 2倍に等しいことを意味する．
握手補題より，任意のグラフにおいて，次数が
奇数である点は偶数個存在することがわかる．

正則グラフと完全グラフ

すべての点の次数が等しいグラフのことを正
則グラフという．各点の次数が rである正則グ
ラフのことを，r-正則グラフという．

例題 2� �
|V | = 8, 9, 10である 3-正則グラフをそれ
ぞれ 1つずつ描け．ただし存在しない場合
はその理由を述べよ．� �
各点が他のすべての点と隣接しているグラフ
のことを完全グラフという．|V | = nである完
全グラフをKnで表す．

K2 K3 K4

K5 K6 K10

完全グラフKnのサイズは
n(n− 1)

2
である．

演習問題 2� �
K6の各辺を赤か青で色分けするとき，単
色（赤か青）の辺からなる三角形が必ず生
じることを示せ．� �
※ 解答の提出期限：4月 20日（水）正午



第2回「離散数学」演習問題の解答 2022年4月19日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

演習問題 2� �
K6の各辺を赤か青で色分けするとき，単
色（赤か青）の辺からなる三角形が必ず生
じることを示せ．� �
解答例

K6のある頂点 xは 5本の辺と接続しているの
で，その内 3 本は同じ色である．これを赤と
して（青にしても以下の議論の本質は変わらな
い），3本の赤い辺によって xに隣接する 3点
をそれぞれ y, z, wとする．y, z, wの内の 2点が
赤い辺によって隣接するならば，その 2点と x

は赤い辺によって隣接するので，赤い三角形が
生じる．y, z, wの内のどの 2点も赤い辺によっ
て隣接しないならば，y, z, wは青い辺によって
隣接するので，青い三角形が生じる．



第3回「離散数学」 2022年4月26日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

路と連結性

同じ点に接続する 2辺は隣接するという．隣
接する辺の系列

((v0, v1), (v1, v2), . . . , (vk−1, vk))

のことを，点 v0 と vk を結ぶ路という．v0 と
vkを端点といい，v0 = vkである路のことを閉
路という．同じ辺を 2回以上通らない路のこと
を単純といい，同じ点を 2回以上通らない路の
ことを初等的という．ただし，初等的な閉路で
は端点を 2回通ることを許す．路に含まれる辺
の数のことを，その路の長さという．

例題 1� �
以下のグラフにおいて，1)，2) に該当する
路をすべて求めよ．

1) aと f を結ぶ長さ 4の初等的な路
2) aと f を結ぶ長さ 5の単純な路� �
グラフ Gの任意の 2点間にそれらを結ぶ路

が存在するとき，Gは連結という．非連結なグ
ラフは連結な部分グラフに分割されるが，その
ような部分グラフを連結成分という．ここで，
G′ = (V ′, E′)がG = (V,E)の部分グラフであ
るとは，V ′ ⊆ V かつ E′ ⊆ E が成り立つこと
をいう．Gの連結成分の数を ω(G)と表す．

非連結なグラフ

グラフGから点 vと vに接続する辺を除いた
グラフをG− vと表す．ω(G− v) > ω(G)を満
たす点 vを切断点という．また，グラフGから
辺 eを除いたグラフをG−eと表す．ω(G−e) >

ω(G)を満たす辺 eを橋という．

例題 2� �
例題 1のグラフの切断点と橋を（存在すれ
ば）求めよ．� �
グラフG = (V,E)に対し，集合Rcを次のよ
うに定める．

Rc = {(u, v) ∈ V ×V | uと vを結ぶ道が存在 }

このとき，次の 3条件が成り立つ．

反射律 任意の v ∈ V に対し，(v, v) ∈ Rc．
対称律 (u, v) ∈ Rc ⇒ (v, u) ∈ Rc．
推移律 (u, v), (v, w) ∈ Rc ⇒ (u,w) ∈ Rc．

これよりRcは同値関係と呼ばれる．このとき，
点 v ∈ V の同値類は

[v] = {u ∈ V | (u, v) ∈ Rc}

で定義される．同値類はグラフ Gの各連結成
分に対応する．

有向辺の系列に対して，有向路，有向閉路，
単純，初等的，長さが同様に定義される．有向
グラフ Gの任意の 2点間にそれらを結ぶ有向
路が存在するとき，Gは強連結という．

uと vを端点とする路の長さのうち，最小の
もののことを uと vの間の距離といい，d(u, v)

と表す．e(v) = maxu∈V d(u, v)を点 v の離心
数という．グラフ G = (V,E) の半径 rad(G)

と直径 diam(G)を次で定める．

rad(G) = min
v∈V

{e(v)}, diam(G) = max
v∈V

{e(v)}.

例題 3� �
例題 1のグラフの半径と直径を求めよ．� �
演習問題 3� �
次のグラフの切断点，橋，半径，直径を求
めよ．

� �



第3回「離散数学」演習問題の解答 2022年4月26日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

演習問題 3� �
次のグラフの切断点，橋，半径，直径を求
めよ．

� �
解答 切断点：c, e 橋：(c, e) 半径：2 直径：4

解説 切断点と橋は明らか．各点の離心数は

e(a) = 4, e(b) = 4, e(c) = 3, e(d) = 4,

e(e) = 2, e(f) = 3, e(g) = 3, e(h) = 4

である．このうちの最小のものが半径で，最大
のものが直径である．



第4回「離散数学」 2022年5月10日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

オイラー路

グラフのすべての辺を含む単純な路のこと
を，そのグラフのオイラー路という．オイラー
路はそのグラフの一筆書きに対応する．特に，
閉路であるオイラー路のことをオイラー閉路と
いう．オイラー閉路を含むグラフのことをオイ
ラーグラフという．

オイラー路の名前は「ケーニヒスベルクに架
かる 7つの橋を一回ずつ渡って元の場所に戻れ
るか？」という問題を考えたオイラーの名にち
なむ．オイラーグラフに関する次の定理は，グ
ラフ理論の最初の定理と言われている．

定理 1 Gを連結な無向グラフとする．Gがオ
イラーグラフであるための必要十分条件は，G

のすべての点の次数が偶数であることである．

例題 1� �
以下のグラフのオイラー閉路を構成せよ．

� �
定理 2 Gを連結な無向グラフとする．Gにオ
イラー路が存在するための必要十分条件は，G

が次数が奇数の点を高々2個含むことである．

定理 2より，ある図形が一筆書き可能である
か判別するためには，その図形の各交点の次数
を調べれば良いことが分かる．次数が奇数の点
が 2個以下ならば，定理 2よりオイラー路が存
在し，それが一筆書きに対応する．

例題 2� �
次の図形は一筆書き可能か答えよ．

1) 2)

��
��

��
��

��
��

3)

� �

ハミルトン路

グラフのすべての点を含む初等的な路のこと
を，そのグラフのハミルトン路という．特に，
閉路であるハミルトン路のことをハミルトン閉
路という．ハミルトン閉路を含むグラフのこと
をハミルトングラフという．

オイラーグラフは郵便配達員問題に，ハミル
トングラフは巡回セールスマン問題に関連する．
連結な無向グラフがハミルトングラフであるた
めの必要十分条件は知られていないが，必要条
件や十分条件は得られている．例えば，必要条
件に関する次の定理が知られている．

定理 3 G = (V,E)を連結な無向グラフとする．
Gがハミルトングラフならば，任意の空でない
点の真部分集合 S ⊂ V に対して，

ω(G− S) ≤ |S|

が成り立つ．ただしG− Sは，グラフGから
点の集合Sのすべての点とそれらに接続する辺
を除いたグラフを表す．

例題 3� �
次のグラフはハミルトングラフであるか答
えよ．

� �
演習問題 4� �
例題 1と例題 3の各グラフは，次の表のA

～Fの内どれに当てはまるか答えよ．

� �



第4回「離散数学」演習問題の解答 2022年5月10日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

演習問題 4� �
例題 1と例題 3の各グラフは，次の表のA

～Fの内どれに当てはまるか答えよ．

� �
解答
例題 1のグラフ：A

例題 3の 1)のグラフ：D

例題 3の 2)のグラフ：B

解説 例題 1のグラフ：すべての点の次数が偶
数なのでオイラーグラフである．例えば，路

((1, 3), (3, 6), (6, 4), (4, 7), (7, 5), (5, 2), (2, 1))

がハミルトン閉路なので，ハミルトングラフで
ある．よってAである．

例題 3の 1)のグラフ：すべての点の次数が
偶数なのでオイラーグラフである．中央に描か
れた点の集合を Sとすると

ω(G− S) = 2 > |S| = 1

となり，ハミルトングラフの必要条件が満たさ
れない．よってハミルトングラフではなく，D

である．

例題 3の 2)のグラフ：次数が奇数の点が 2個
存在するので，オイラーグラフではないがオイ
ラー路を含む．描かれた図形の外周を回る路は
明らかにハミルトン閉路なので，ハミルトング
ラフ．よって Bである．



第5回「離散数学」 2022年5月17日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

1 木

閉路を含まないグラフのことを森という．連
結な森のことを木という．例えば以下に示す各
グラフが木であり，全体を一つのグラフと見な
せばそれは森である．

例題 1� �
位数が 6の木をすべて描け．� �
T を位数 p，サイズ qの木とするとき，次が

成り立つ．

1) p ≥ 2ならば，T は次数 1の点（葉）を
2つ以上含む．

2) q = p− 1.

3) T の任意の 2点を結ぶ初等的な路が唯一
つある．

4) T のすべての辺は橋．
5) T の隣接しない任意の 2点を新たな辺で
結ぶと閉路が一つできる．

グラフ G の辺の集合を E(G)，点の集合を
V (G)のように表す．T はGの部分グラフであ
り，V (T ) = V (G)を満たすとき，Gの全域木と
いう．グラフが連結であることと，グラフが全
域木を含むことは同値である．完全グラフKn

の異なる全域木の数は nn−2である．

例題 2� �
完全グラフK4の全域木をすべて描け．� �
連結な重み付きグラフにおいて，重みの和が

最小である全域木のことを最小全域木という．

最小全域木を求めることは，コストの最小化と

いう観点で応用上の意義がある．最小全域木を
求める方法の概要は次の通りである．1) 重み
の小さい辺から順に加えていく．2) 辺を加え
ると閉路ができる場合，その辺は加えない．

2 根付き木

向き付けられた木（有向グラフ）を考える．
木のある点 v から他の任意の点への向き付け
られた路（有向路）が存在するとき，その点 v

を根といい，そのような木を根付き木（有向木）
という．根付き木を描くとき，根を一番上に描
いて，根を始点とする路の長さが大きくなるに
つれて点を上から下に描く方法が一般的である．

点 vを根とする根付き木において，点 xと隣
接し，点 vから点 xへの路に含まれる点のこと
を xの親という．また，xはその親の子という．
その一般化として祖先や子孫が定義される．

各点の子の数が 2以下である根付き木のこと
を，2分木という．2分木はデータ構造や診断
表など，様々な場面で利用される．例えば，以
下の 2分木において，番号 xの点のデータを参
照したいとき，xが点の番号と比較して小さい
なら左，大きいなら右に進むようにすれば，少
ない回数で所望の点に到着できる．

（x = 5のときの路を赤で示した）

演習問題 5� �
次のグラフの最小全域木の重みの和を求め
よ．

� �



第5回「離散数学」演習問題の解答 2022年5月17日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

演習問題 5� �
次のグラフの最小全域木の重みの和を求め
よ．

� �
解答 14

解説 最小全域木は次のようになる．



第6回「離散数学」 2022年5月24日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

グラフの行列表現

グラフをコンピュータで処理するときに，グ
ラフの行列表現が有用になる．グラフG = (V,E)

の各点と各辺は

V = {v1, v2, . . . , vn}, E = {e1, e2, . . . , em}

のようにラベル付けされているとする．グラフ
Gの隣接行列A = [aij ]1≤i,j≤nは，各成分が次
のように与えられる n× n行列である．

aij =

{
1, viと vjが隣接している
0, viと vjが隣接していない

また，Gの次数行列Dは，対角要素が各点の
次数で与えられる対角行列である．すなわち

D =


deg(v1) 0 · · · 0

0 deg(v2) · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · deg(vn)


である．各 iに対し，次が成り立つ．

• Aの第 i行の成分の和= Dの (i, i)成分
• A2の (i, i)成分= Dの (i, i)成分

例題 1� �
次のグラフの隣接行列と次数行列を求めよ．

� �
隣接行列や次数行列は点のラベル付けによっ

て変わるため，グラフそのものの不変量ではな
い．しかし，行と列の入れ替えを適当に行うと，
同じグラフの隣接行列や次数行列は一致する．

点の集合 V が連結成分毎に V = V1 ∪ V2 ∪
· · · ∪Vℓのように分割されるとする．このとき，
対応する隣接行列A1, A2, . . . , Aℓによって，全

体の隣接行列を

A =


A1 O · · · O

O A2 · · · O
...

...
. . .

...

O O · · · Aℓ


のように表すことができる．ただし Oは適当
な大きさの零行列であり，このような行列Aを
ブロック対角行列という．

グラフ Gの接続行列 B = [bij ]1≤i≤n,1≤j≤m

は，各成分が次のように与えられる n × m行
列である．

bij =

{
1, viが ejに接続している
0, viが ejに接続していない

例題 2� �
次の接続行列で表されるグラフを描け．

B =


1 1 0 0

1 0 1 1

0 1 1 0

0 0 0 1


� �
グラフ Gの隣接行列 A，次数行列D，接続
行列Bの間に次の関係式が成り立つ．

BBT = A+D

ただしBTはBの転置行列である．

演習問題 6� �
次のグラフの隣接行列，次数行列，接続行
列を求めよ．

� �



第6回「離散数学」演習問題の解答 2022年5月24日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

演習問題 6� �
次のグラフの隣接行列，次数行列，接続行
列を求めよ．

� �
解答 隣接行列をA，次数行列をD，接続行列
をBとすると

A =


0 1 1 1

1 0 1 0

1 1 0 0

1 0 0 0

 , D =


3 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 1

 ,

B =


1 0 1 1

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 0 1

 .



第7回「離散数学」 2022年5月31日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

2部グラフ

G = (V,E)の点集合 V の部分集合 Sの任意
の点が互いに隣接しないとき，Sを独立集合と
いう．V が二つの独立集合X と Y に分割でき
るとき，Gを 2部グラフという．また，(X,Y )

をGの 2分割という．

図 1. 同型な 2部グラフ

2分割が (X,Y )である 2部グラフ Gは，X

の任意の点と Y の任意の点が隣接していると
き，完全2部グラフという．|X| = m，|Y | = n

である完全 2部グラフをKm,nと表す．図 1の
グラフはK3,3である．K1,nはスターグラフと
いう．

例題 1� �
Km,nの位数とサイズを求めよ．� �
2部グラフには次のような特徴づけがある．

定理 1 グラフGが 2部グラフであるための必
要十分条件は，Gに長さが奇数の初等的閉路が
存在しないことである．

証明の概要 (必要性) G は 2 部グラフとし，
(X,Y )を 2分割とする．Gの任意の初等的閉
路は，X と Y の点を交互に通るので長さは偶
数である．

(十分性) G = (V,E)に長さが奇数の初等的閉
路が存在しないことを仮定する．v0 ∈ V を任
意の点とし，v0 からの距離が偶数である点の
集合をX，奇数である点の集合を Y とすると，
X ∪Y = V かつX ∩Y = ∅である．Xと Y が
独立集合であることを示せば，(X,Y )はGの
2分割なので，Gは 2部グラフであることが示
される．

マッチング

G = (V,E)の辺集合 E の部分集合M の任
意の辺が端点を共有しないとき，M をマッチ
ングという．任意の点 v ∈ V がある e ∈ M の
端点であるとき，M を完全マッチングという．

Gは 2分割が (X,Y )である 2部グラフとし，
|X| = |Y |とする．任意のA ⊆ Xに対し，Aの
点と隣接するすべての点の集合を f(A)と表す．
f(A) ⊆ Y である．このとき，Gに完全マッチ
ングが存在するための必要十分条件は，任意の
A ⊆ X に対して

|A| ≤ |f(A)|

が成り立つことである（Hallの結婚定理）．

例として，M = {a, b, c}を男性の集合，F =

{x, y, z}を女性の集合とする．各男性に対し，
お互いに好きで結婚しうる女性を表 1に示す．

男性 a b c

女性 x, z y x, y
表 1.

対応する 2部グラフは以下のようになる．

図 2. 表 1に対応する 2部グラフ

このとき，Hallの結婚定理の条件が成り立つこ
とが確かめられる．完全マッチングは

M = {(a, z), (b, y), (c, x)}

である．

演習問題 7� �
Gは 2分割が (X,Y )である 2部グラフと
する．|X| ̸= |Y |ならば，Gはハミルトン
グラフでないことを示せ．� �



第7回「離散数学」演習問題の解答 2022年5月31日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

演習問題 7� �
Gは 2分割が (X,Y )である 2部グラフと
する．|X| ̸= |Y |ならば，Gはハミルトン
グラフでないことを示せ．� �
解答 対偶を示す．Gがハミルトングラフなら
ば，ハミルトン閉路を含む．第 7回定理 1より，
その長さは偶数であるため，

v1, v2, . . . , v2n, v1, n ∈ N

のように表すことができる．このとき

U = {v1, v3, . . . , v2n−1},
V = {v2, v4, . . . , v2n}

とする．ハミルトン閉路であることから，U ∪
V = X ∪ Y，U ∩ V = ∅であり，

|U | = |V | = n

である．2部グラフであることに注意すれば，
一般性を失わず，U = X，V = Y としてよい．
このとき

|X| = |Y | = n

である．よって対偶が示された．



第8回「離散数学」 2022年6月14日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

彩色

隣接する点は異なる色になるようにグラフの
各点を色付けすることを彩色という．k色を用
いた彩色を k彩色という．グラフ G = (V,E)

の k彩色は，写像

f : V → {1, 2, . . . , k}
(u, v) ∈ E ⇒ f(u) ̸= f(v)

で表される．Gの k彩色が存在するとき，Gは
k彩色可能であるという．Gが k彩色可能であ
るような最小の kをGの彩色数といい，χ(G)

で表す．次が成り立つ．

• χ(Kn) = n

• χ(G) = 1 ⇔ E = ∅
• χ(G) = 2 ⇔ Gが 2部グラフ
• χ(G) ≤ ∆(G) + 1

ただし ∆(G)は Gの点の最大次数を表す．特
に，Gが完全グラフか，長さが奇数の初等的閉
路であるとき，

• χ(G) = ∆(G) + 1

が成り立つ．一方，Gがそれらのいずれでもな
いとき，

• χ(G) ≤ ∆(G)

が成り立つ．

例題 1� �
次の各グラフの彩色数を求めよ．

� �

辺彩色

隣接する辺は異なる色になるようにグラフ
の各辺を色付けすることを辺彩色という．k色
を用いた彩色を k 辺彩色という．グラフ G =

(V,E)の k辺彩色は，写像

f : E → {1, 2, . . . , k}
∂(e) ∩ ∂(e′) ̸= ∅ ⇒ f(e) ̸= f(e′)

で表される．ただし ∂(e)と ∂(e′)はそれぞれ辺
eと辺 e′の端点の集合を表す．Gの k辺彩色が
存在するとき，Gは k 辺彩色可能であるとい
う．Gが k辺彩色可能であるような最小の kを
Gの辺彩色数といい，χ′(G)で表す．隣接する
2辺は同じ色で彩色されないことから，任意の
グラフGに対して

• χ′(G) ≥ ∆(G)

が成り立つ．特に，次が成り立つことが知られ
ている．

• Gが 2部グラフならば，χ′(G) = ∆(G)．
• 任意のグラフGに対して，

∆(G) ≤ χ′(G) ≤ ∆(G) + 1.

例題 2� �
例題 1の各グラフの辺彩色数を求めよ．� �
演習問題 8� �
次の各グラフの彩色数と辺彩色数を求めよ．

� �



第8回「離散数学」演習問題の解答 2022年6月14日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

演習問題 8� �
次の各グラフの彩色数と辺彩色数を求めよ．

� �
解答

1) 彩色数：4 辺彩色数：3

2) 彩色数：2 辺彩色数：3

解説 1) 完全グラフ K4 なので，彩色数は
χ(K4) = 4．また，∆(K4) = 3なので，辺彩
色数は 3 ≤ χ′(K4) ≤ 4を満たすが，例えば次
のような 3辺彩色が存在するので，辺彩色数は
χ′(K4) = 3．

2) 2部グラフなので，彩色数は 2であり，辺
彩色数は最大次数に等しく 3．例えば，次のよ
うな 3辺彩色が存在する．



第9回「離散数学」 2022年6月21日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

構造工学への応用

伸縮しない棒からなる枠組を考える．筋交を
入れることで変形されなくなった枠組は堅牢で
あるという．

一般に，格子の枠組は堅牢ではないが，筋交
を入れることで堅牢にすることができる．2×2

枠組を堅牢にするために必要かつ十分な筋交の
数は 3である．

F をm×n枠組とする．行に対応する点の集
合をX，列に対応する点の集合をY として，筋
交がある部分に対応する点を辺で結ぶことで，
(X,Y )を 2分割とする 2部グラフG = G(F )が
得られる．このようなGを F の筋交グラフと
いう．次の定理が成り立つ．

定理 1 枠組 F が堅牢であるための必要十分条
件は，筋交グラフ G(F ) が連結であることで
ある．

例題 1� �
次の 3× 3枠組は堅牢ではないことを示せ．

� �

経営工学への応用

3人の職人 p1, p2, p3に 3種類の仕事 q1, q2, q3
を割り当てる．下の表 1の場合は 3人全員に
（異なる）仕事を割り当てられるが，表 2の場
合は全員に割り当てることはできない．

n人の職人に仕事を割り当てられるための必
要十分条件は，任意の k (1 ≤ k ≤ n)人ができ
る仕事が k種類以上であることである．これは
Hallの結婚定理（第 7回）に他ならない．また，
重み付きグラフでは最大重みマッチングの問題
を考えることができる．

例題 2� �
次の表に対し，利益が最大となるような割
り当てを求めよ（数字は利益を表す）．

� �
3人の教員 p1, p2, p3と 3組の学級 q1, q2, q3に
対し，各教員が授業を行う学級を表 3に示す．

このとき，時間割を作成する上で必要かつ十分
な時限の数を求める時間割問題は，2部グラフ
の辺彩色問題に帰着される．

演習問題 9� �
m人の教員がn組の学級で 1回ずつ授業を
行う時間割を作成するとき，必要となる最
小の時限数を答えよ．� �



第9回「離散数学」演習問題の解答 2022年6月21日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

演習問題 9� �
m人の教員がn組の学級で 1回ずつ授業を
行う時間割を作成するとき，必要となる最
小の時限数を答えよ．� �
解答 max(m,n)

解説 対応する 2 部グラフは完全 2 部グラフ
Km,n なので，Km,n の辺彩色数を求めればよ
い．第 8回の内容より，χ′(Km,n) = ∆(Km,n)

であるが，∆(Km,n) = max(m,n)である．



第10回「離散数学」 2022年6月28日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

ネットワークフロー

G = (V,E)は連結有向グラフとし，各辺 e ∈
Eには非負の実数 c(e)（容量）が定められてい
るとする．このとき，N = (G, c)をネットワー
クという．例えば次のようなネットワークが挙
げられる（s：始点，t：終点）．

ネットワークを用いて物資の輸送の問題を考え
るとき，各辺 e ∈ Eを通過する物資の量を流量
（フロー）といい，f(e)と表す．f を流れとい
う．容量は，その辺を通過できる物資の最大量
を表す．したがって，

• 任意の e ∈ Eに対して，0 ≤ f(e) ≤ c(e)

が成り立つ．また，物資の量が保存されること
から，次が成り立つ．

• 始点から出る流量の総和と，終点に入る
流量の総和は等しい．これをfの総流量と
いい，val(f)と表す．

• 始点と終点以外の任意の内点において，
その点に流入する流量の総和と，その点
から流出する流量の総和は等しい．

例えば，上記のネットワークに対して，次の
ような流れ f（赤で示す）が考えられる．

val(f)を最大にする f のことを最大流といい，
そのときのネットワークを最大流ネットワー
クという．

例題 1� �
左記のネットワークに対し，最大流の総流
量と，最大流ネットワークを求めよ．� �
ネットワーク N = (G, c)において，グラフ

G = (V,E)の点集合 V が，始点 sを含む集合
Sと，終点 tを含む集合 S′ = V \Sに分けられ
るとする．(u, v) ∈ E, u ∈ S, v ∈ S′であるよ
うな辺の集合をカットといい，K = (S, S′)と
表す．カットK に属する辺の容量の総和をK

の容量と呼び，cap(K)と表す．

ネットワークの任意の流れ f と，任意のカット
K に対し，次の不等式が成り立つ．

val(f) ≤ cap(K)

この不等式から，val(f) = cap(K)が成り立つ
ならば，fは最大流であり，Kは最小カット（最
小の容量をもつカット）であることがわかる．
実際，次の最大流・最小カットの定理が知られ
ている．

定理 1 任意のネットワークにおいて，最大流
の総流量と，最小カットの容量は等しい．

演習問題 10� �
次のネットワークの最大流の総流量を求め
よ．

� �



第10回「離散数学」演習問題の解答 2022年6月28日

教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社 担当：國谷

演習問題 10� �
次のネットワークの最大流の総流量を求め
よ．

� �
解答 17

解説 グラフを以下の様に書き換える．このと
きのカット K が最小カットであり，その容量
は 17である．

よって，最大流・最小カットの定理より，求め
る最大流の総流量は 17であることがわかる．



第11回「離散数学」 2022年7月5日
教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社
参考書：加納幹雄著「例題と演習でわかる離散数学」森北出版 担当：國谷

有限状態機械

入力記号と内部の状態をもとにある記号を出
力し，同時に内部の状態を変えるモデルのこと
を有限状態機械という．状態が変わることを状
態遷移といい，状態遷移の様子を表す有向グラ
フのことを状態遷移図という．

例として，2進数の加法を考える．桁上がり
がない状態を n，桁上がりがある状態を c，停
止状態を sと表す．各桁の和は 2つの数の組で
あり，これを入力とする．例えば 1と 0の和は
10という入力記号で表す．入力の終了を bで表
す．このとき，状態遷移図は次の重み付き有向
グラフで表される．

有限オートマトン

受理と却下の 2つの状態がある有限状態機械
のことを有限オートマトンという．受理状態を
2重丸，却下状態を 1重丸で表す．例えば，aと
bからなる文字列の入力に aが 3の倍数個ある
とき受理する有限オートマトンは，以下の重み
付き有向グラフで表される．

一般に，有限オートマトンは以下の 5つの組
で与えられる．

• 入力記号の集合 Σ（アルファベット）
• 状態の集合Q

• 受理状態の集合 T

• 初期状態 q0

• 状態遷移関数 f : Q× Σ → Q

例題 1� �
前述の有限オートマトンにおいて，Σ, Q,

T , f を具体的に示せ．� �
記号を並べたものを語という．語に含まれる
記号の数を長さという．アルファベットΣ上の
語で長さが有限のものの全体を Σ∗と表し，Σ

の閉包という．Σ∗の部分集合をΣ上の（形式）
言語という．例えば，Σ = {0, 1}であるとき，

Σ∗ = {ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, . . .}, ε :空語

であり，長さ 2以下の語からなる言語は

{ε, 0, 1, 00, 01, 10, 11}

である．和集合を+，閉包を ∗，連接（語を並
べること）を ·で表す表現を正規表現という．

例題 2� �
次の正規表現の定義する言語を説明せよ．

1) 0 + 11 2) 0 (0 + 1)∗� �
有限オートマトンで受理される語からなる言
語は正規表現で定義できる．その逆も成り立つ．

例題 3� �
次の有限オートマトンで受理される語から
なる言語を正規表現で表せ．なお，ある状
態において指示されていない入力があれば，
その文字列は却下されるとする．

� �
演習問題 11� �
次の有限オートマトンで受理される語から
なる言語を正規表現で表せ．

� �



第11回「離散数学」演習問題の解答 2022年7月5日
教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社
参考書：加納幹雄著「例題と演習でわかる離散数学」森北出版 担当：國谷

演習問題 11� �
次の有限オートマトンで受理される語から
なる言語を正規表現で表せ．

� �
解答 a(aa)∗b(bb)∗

解説 aが奇数個あり，続いて bが奇数個ある
語の集合である．



第12回「離散数学」 2022年7月12日
教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社
参考書：加納幹雄著「例題と演習でわかる離散数学」森北出版 担当：國谷

同値関係

集合 Sに対して，S × S (= S2)の部分集合
Rを S上の二項関係という．特に，次の 3つの
性質を満たすとき，Rを同値関係という．

反射律 任意の x ∈ Sに対し，(x, x) ∈ R．
対称律 (x, y) ∈ R ⇒ (y, x) ∈ R．
推移律 (x, y), (y, z) ∈ R ⇒ (x, z) ∈ R．

例題 1� �
集合Rと Sが次のように与えられるとき，
Rは S上の同値関係であることを示せ．

1) R = {(x, y) ∈ Z2 | x ≡ y mod 3},
S = Z

2) R = {(x, y) ∈ R2 |
xy > 0 または x = y = 0}, S = R

3) R = {(x, y) ∈ V 2 |
xと yを結ぶ道が存在 }, V =ある
無向グラフG = (V,E)の点集合� �

Rが S上の同値関係であるとき，任意の x ∈
Sに対して次のように定められる集合のことを，
xの同値類という．

[x] = {y ∈ S | (x, y) ∈ R}.

このとき xを代表元という．次が成り立つ．

• a ∈ [x] ⇒ [a] = [x]

• a ∈ S \ [x] ⇒ [a] ∩ [x] = ∅

したがって Sは同値類によって分割される．そ
のような同値類全体の集合を商集合といい，S/R
と表す．

例題 2� �
例題 1の各Rと Sに対し，S/Rを求めよ．� �

半順序関係

S上の二項関係Rは，反射律，推移律に加え
て次の性質を満たすとき，半順序関係という．

反対称律 (x, y) ∈ R かつ (y, x) ∈ R ⇒
x = y．

例題 2� �
集合Rと Sが次のように与えられるとき，
Rは S上の半順序関係であることを示せ．

1) R = {(x, y) ∈ N2 | x ≥ y}, S = N
2) R = {(x, y) ∈ R2 | x は y の約数 },

S = {1, 2, 4, 5, 10, 20}� �
RがS上の半順序関係であるとき，(x, y) ∈ R

であることを x ≺ yと書く．任意の x, y ∈ Sに
対して x ≺ yか y ≺ xが成り立つとき，Rを全
順序関係という．例えば，テニスの個人ランキ
ングは全順序関係であり，トーナメントでの順
位は半順序関係である．

x, y ∈ Sが x ≺ yを満たし，x ≺ z ≺ yであ
る y ∈ Sが存在しないとき，xから yへ上向き
の辺を描いてできるグラフをハッセ図という．
例えば，例題 2の半順序集合に対するハッセ図
は次のようになる．

n
n
n

n
n
n

1

2

4

5

10

20

任意の x ∈ Sに対して x ≺ yを満たす y ∈ S

を最大元という．y ≺ xを満たす x ∈ Sが存在
しないような y ∈ Sを極大元という．

演習問題 12� �
S = R（実数全体）とするとき，S上の二
項関係Rで，反射律と対称律は満たすが推
移律は満たさないものの例を挙げよ．� �



第12回「離散数学」演習問題の解答 2022年7月12日
教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社
参考書：加納幹雄著「例題と演習でわかる離散数学」森北出版 担当：國谷

演習問題 12� �
S = R（実数全体）とするとき，S上の二
項関係Rで，反射律と対称律は満たすが推
移律は満たさないものの例を挙げよ．� �
解答例 R = {(x, y) ∈ R2 |

√
|x− y| は整数 }

解説 x ∈ Rならば，
√
|x− x| = 0は整数で

あるため，(x, x) ∈ R．よってRは反射律を満
たす．

x, y ∈ Rかつ (x, y) ∈ Rならば，
√

|x− y|
は整数であり，

√
|y − x|も整数である．よって

(y, x) ∈ Rであり，Rは対称律を満たす．

例えば x = 0, y = 1, z = 5 とすると，√
|x− y| = 1かつ

√
|y − z| = 2なので，(x, y) ∈

Rかつ (y, z) ∈ Rである．しかし，
√
|x− z| =√

5は整数ではないので，(x, z) ̸∈ R．よってR

は推移律を満たさない．



第13回「離散数学」 2022年7月19日
教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社
参考書：加納幹雄著「例題と演習でわかる離散数学」森北出版 担当：國谷

同値関係

S上の二項関係Rは，反射律，推移律，反対
称律を満たすとき，半順序関係という．例えば，

R = {(x, y) ∈ R2 | x は y の約数 },
S = {1, 2, 4, 5, 10, 20}

であるとき，Rは S上の半順序関係である．

RがS上の半順序関係であるとき，(x, y) ∈ R

であることを x ≺ yと書く．このとき，(S,≺)

を半順序集合という．任意の x, y ∈ Sに対して
x ≺ yか y ≺ xが成り立つとき，Rを全順序関
係という．例えば，テニスの個人ランキングは
全順序関係であり，トーナメントでの順位は半
順序関係である．

x, y ∈ Sが x ≺ yを満たし，x ≺ z ≺ yであ
る y ∈ Sが存在しないとき，xから yへ上向き
の辺を描いてできるグラフをハッセ図という．
例えば，例題 2の半順序集合に対するハッセ図
は次のようになる．

n
n
n

n
n
n

1

2

4

5

10

20

任意の x ∈ Sに対して x ≺ yを満たす y ∈ S

を最大元という．y ≺ xを満たす x ∈ Sが存在
しないような y ∈ Sを極大元という．x, y ∈ S

に対し，{x, y}の上限 sup{x, y}と下限 inf{x, y}
を次のように定義する．

sup{x, y} = min{a ∈ S | x ≺ a かつ y ≺ a}
inf{x, y} = max{a ∈ S | a ≺ x かつ a ≺ y}

半順序集合 (S,≺)は，任意のx, y ∈ Sに対して
それらの上限，下限が存在するとき，束という．

s sss ss
sss s

s ss s s
s s ss

束ではない 束 束

群

Gを集合とし，∗を演算とする．任意のx, y ∈
Gに対して x ∗ y ∈ Gが成り立つとき，Gは演
算 ∗について閉じているといい，(G, ∗)を代数
系という．次の性質を満たす代数系 (G, ∗)のこ
とを群という．

1) 結合律が成り立つ．すなわち，任意のx, y, z ∈
Gに対して，(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z)．

2) 単位元が存在する．すなわち，ある e ∈
Gが存在して，任意の x ∈ Gに対して
x ∗ e = e ∗ x = x．

3) 任意の元 x ∈ Gの逆元が存在する．す
なわち，ある x−1 ∈ Gが存在して，x ∗
x−1 = x−1 ∗ x = e．

例題 1� �
集合Gと演算 ∗が次のように与えられると
き，(G, ∗)は群であるかどうか答えよ．

1) G = Z, ∗ = +

2) G = Q, ∗ = ×

3) G =
{
a+ b

√
2 | a, b ∈ Q

}
\ {0}, ∗ = ×

4) G = {0, 1, 2, 3}, x ∗ y = x+ y mod 4� �
群 (G, ∗)について，次が成り立つ（a ∗ bを

abと表す）．

• 単位元 e ∈ Gは唯一つ．
• 任意の x, y, z ∈ Gに対し，xy = xzなら
ば y = z．

• 任意のx, y ∈ Gに対し，(xy)−1 = y−1x−1．

演習問題 13� �
集合Gを次のように定めるとき，(G,×)は
群であるかどうか調べよ．ただし×は行列
の積を表す．

G =

{[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

] ∣∣∣∣∣ θ ∈ R

}
� �



第13回「離散数学」演習問題の解答 2022年7月19日
教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社
参考書：加納幹雄著「例題と演習でわかる離散数学」森北出版 担当：國谷

演習問題 13� �
集合Gを次のように定めるとき，(G,×)は
群であるかどうか調べよ．ただし×は行列
の積を表す．

G =

{[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

] ∣∣∣∣∣ θ ∈ R

}
� �
解答 群である．

解説 a, b ∈ Gを

a =

[
cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

]
, b =

[
cos θ2 − sin θ2
sin θ2 cos θ2

]

のように定める．このとき

ab =

[
cos θ1 − sin θ1
sin θ1 cos θ1

] [
cos θ2 − sin θ2
sin θ2 cos θ2

]
=

[
cos θ1 cos θ2 − sin θ1 sin θ2 − cos θ1 sin θ2 − sin θ1 cos θ2
sin θ1 cos θ2 + cos θ1 sin θ2 − sin θ1 sin θ2 + cos θ1 cos θ2

]
=

[
cos(θ1 + θ2) − sin(θ1 + θ2)
sin(θ1 + θ2) cos(θ1 + θ2)

]
となるので，ab ∈ Gである．よってGは演算
×について閉じており，(G,×)は代数系であ
る．行列の積なので，結合律が成り立つことは

明らか．また単位行列

[
1 0

0 1

]
はGに含まれ

る（θ = 0）ので，単位元の存在も成り立つ．任
意の θ ∈ Rに対して

A(θ) =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
∈ G

とすると，

[A(θ)]−1 =

[
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

]
= A(−θ) ∈ G

である．よって逆元の存在も成り立つ．以上よ
り，(G,×)は群である．



第14回「離散数学」 2022年7月26日
教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社
参考書：加納幹雄著「例題と演習でわかる離散数学」森北出版 担当：國谷

環と体

Rを集合とし，2つの演算を +と ×と表す
（和，積とは限らない）．Rが各演算について閉
じているとき，(R,+,×)を代数系という．次
の性質を満たす代数系 (R,+,×)のことを環と
いう．

1) (R,+)は（演算+に関する）可換群であ
る．すなわち，(R,+)は群であり，任意
の x, y ∈ Rに対して，x + y = y + xが
成り立つ．

2) (R,×)は（演算×に関する）結合律が成
り立ち，単位元が存在する．

3) 分配律が成り立つ．すなわち，任意のx, y, z ∈
Rに対して，

x(y+z) = xy+xz, (x+y)z = xz+yz

が成り立つ．

環は，演算 ×について逆元の存在を要請し
ないため，演算 ×に関する群であるとは限ら
ない．環の例を以下に挙げる．

• (Z,+,×)：整数環
• (Zm,+,×)：剰余環．ただし

Zm = {0, 1, 2, . . . ,m− 1},
x+ y = x+ y (mod m),

x× y = x× y (mod m)

• (R[x],+,×)：多項式環．ただし

R[x] ={a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n :

ai ∈ R, n ≥ 0}

代数系 (F,+,×)は，次の条件を満たすとき，
体という．

1) (F,+)は（演算+に関する）可換群．
2) (F \ {0},×)は（演算×に関する）可換
群．ただし 0は群 (F,+)の単位元．

3) 分配律が成り立つ．

体は四則演算が自由に行える代数系と言える．
+ と × を通常の意味での和と積とするとき，

(R,+,×)や (Q,+,×)は体であるが，(Z,+,×)

は体ではない．

次の定理はフェルマーの小定理と呼ばれる：

定理 1 (フェルマーの小定理) pを素数とする．
1 ≤ x ≤ p− 1を満たす任意の整数 xに対して，
合同式

xp−1 ≡ 1 (mod p)

が成り立つ．

フェルマーの小定理より，任意の素数 pに対
して，剰余環 (Zp,+,×)は体であることがわか
る．実際，(Zp \ {0},×)が可換群であることを
示すために，任意の x ∈ Zp \ {0}に対して逆元
x−1 ∈ Zp \ {0}が存在することを示す．フェル
マーの小定理より，Zpにおいて

xp−1 = 1

が成り立つ．したがって，y = xp−2とすれば，
xy = yx = 1である．よって y = x−1であるこ
とが分かる．

剰余環 (Zn,+,×)が体であるための必要十分
条件は，nが素数であることである．

例題 1� �
(Zn,+,×)を剰余環とする．

1) (Z3,+,×)は体であることを示せ．
2) (Z4,+,×)は体でないことを示せ．� �
演習問題 14� �
集合F を次のように定めるとき，(F,+,×)

は体であるかどうか調べよ．ただし+と×
通常の意味での和と積を表す．

F =
{
a+ b

√
3 | a, b ∈ Q

}
� �



第14回「離散数学」演習問題の解答 2022年7月26日
教科書：上野修一著「工学のためのグラフ理論」数理工学社
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演習問題 14� �
集合F を次のように定めるとき，(F,+,×)

は体であるかどうか調べよ．ただし+と×
通常の意味での和と積を表す．

F =
{
a+ b

√
3 | a, b ∈ Q

}
� �
解答 体である．

解説 以後，x, y, z ∈ F を

x = a+ b
√
3, y = c+ d

√
3, z = e+ f

√
3

と表す．x + y ∈ F および x × y ∈ F より，
(F,+,×)は代数系である．結合律

(x+ y) + z = x+ (y + z)

(x× y)× z = x× (y × z)

が成り立つことは明らか．(F,+)の単位元は 0，
(F,×)の単位元は 1である．また，(F,+)にお
ける xの逆元は

x−1 = −a− b
√
3

である．(F \ {0},×)における xの逆元は

x−1 =
a− b

√
3

a2 − 3b2

である．よって (F,×)および (F \{0},×)は群．
さらに

x+ y = y + x, x× y = y × x

も成り立つので，可換群．分配律が成り立つこ
とも明らか．よって (F,+,×)は体である．


