
第1回「複素関数論」 2021年10月1日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 複素数

i =
√
−1を虚数単位とよぶ．実数 x, yに対

し，z = x+ iyを複素数とよぶ．xを zの実部，
yを zの虚部といい，それぞれ

x = Re z, y = Im z

と書く．z = x − iy を z の共役複素数あるい
は複素共役という．実数全体をR，複素数全体
を Cと表す．

複素数 z = x+iyは実数の組 (x, y) ∈ R2と同
一視できる．したがって，複素数 zは 2次元平
面上の点となり，このような平面を複素平面と
いう．複素平面の x軸を実軸，y軸を虚軸とい
う．絶対値 |z|は，複素平面上の点 zと原点の間
の距離であり，|z| =

√
x2 + y2で定められる．

例題 1 次の等式と不等式が成り立つことを確
かめよ．ただし z, w ∈ Cとする．

1) |z|2 = zz

2) Re z =
z + z

2
, Im z =

z − z

2i
3) |z| ≤ |Re z|+ |Im z|
4) |z + w| ≤ |z|+ |w|（三角不等式）

2 極形式

z ̸= 0ならば，zと原点を結ぶ半直線と，正
の実軸がなす角度 θが定義される．このような
角度を z の偏角といい，arg z と表す．偏角は
一回転 2π分の不定性がある．すなわち

arg z = θ + 2nπ, n ∈ Z

である（Zは整数全体）．特に−π < arg z ≤ π

や 0 ≤ arg z < 2πのように制限したものを偏
角の主値といい，Arg zと表す．

r = |z|, θ = arg zとすれば，Re z = r cos θ,

Im z = r sin θである．したがって

z = r(cos θ + i sin θ) = reiθ

と表される．これを zの極形式とよぶ．

例題 2 次の等式が成り立つことを示せ．ただ
し z, w ∈ C \ {0}（z, wは 0でない複素数）と
する．

1) |zw| = |z||w|, arg(zw) = arg z + argw

2)
∣∣∣ z
w

∣∣∣ = |z|
|w|

, arg
z

w
= arg z − argw

3 複素関数

複素数 z に対して複素数 wが定まるような
対応をw = f(z)と書き，複素関数という．z =

x+iy, w = u+ivとするとき，w = f(z)は実数
の組 (x, y)から実数の組 (u, v)が定まる対応と
見なすことができる．よって，(u, v) = f(x, y)

と書くことができ，f は z平面からw平面への
写像と見なせる．

w = z2を z平面から w平面への写像と考え
る．このとき，z平面上の

1) 実軸に平行な直線（の族）
2) 虚軸に平行な直線（の族）

がw平面上のどのような曲線に写るかを考える．

1) z平面上の実軸に平行な直線 y = bは，w平
面上の次の放物線に写る．

u =
v2

4b2
− b2

2) z平面上の虚軸に平行な直線 x = aは，w平
面上の次の放物線に写る．

u = − v2

4a2
+ a2

演習問題 1� �
z3 = iを満たす複素数 zをすべて求めよ．� �
演習問題の解答は BEEFから提出してくださ
い．提出期限：授業の翌日中．



第1回「複素関数論」解答解説 2021年10月1日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

演習問題 1� �
z3 = iを満たす複素数 zをすべて求めよ．� �
解答 z = −i,

±
√
3 + i

2

解説 z3 = i = ei
π
2 = ei

5π
2 = ei

9π
2 である．

よって
z = ei

π
6 , ei

5π
6 , ei

3π
2

は z3 = −1を満たす．このような zは

z = −i,
±
√
3 + i

2

である．



第2回「複素関数論」 2021年10月4日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 複素関数の微分

複素関数 f(z)は点 c ∈ Cの近傍で定義され
ているとする．f が cで連続であるとは

lim
z→c

f(z) = f(c)

が成り立つことをいう．f が cで微分可能であ
るとは

lim
h→0

f(c+ h)− f(c)

h

が存在することをいう．この極限値を f の cに

おける微分係数といい，f ′(c)や
df(c)

dz
などで

表す．

U を開集合とする．すべての点 c ∈ U で f

が連続（微分可能）であるとき，f はU で連続
（微分可能）という．f がU で微分可能ならば，
U 上の導関数 f ′(z)を得る．

例題 1 自然数 nに対し，f(z) = znとする．C
上の導関数 f ′(z)を求めよ．

実関数の場合と同様に，次が成り立つ．

• a, b, c ∈ Cとし，f, gは cで微分可能とす
る．このとき，af + bgと fgも cで微分
可能であり，

(af + bg)′(c) = af ′(c) + bg′(c),

(fg)′(c) = f ′(c)g(c) + f(c)g′(c)

が成り立つ．また g(c) ̸= 0ならば，f/g

も cで微分可能であり(
f

g

)′
(c) =

f ′(c)g(c)− f(c)g′(c)

[g(c)]2

が成り立つ．
• f が cで微分可能であり，gが f(c)で微
分可能ならば，合成関数 g(f(z))は cで
微分可能であり，

dg(f(z))

dz

∣∣∣∣
z=c

= g′(f(c))f ′(c)

が成り立つ．

2 正則関数

C全体で微分可能でない関数 f(z)の例とし
て，次のものが挙げられる．

• f(z) = z

• f(z) = |z|2

f が開集合U で微分可能であるとき，f はU

で正則という．また，任意の集合Eに対し，f

がEで正則とは，ある開集合 U ⊃ Eが存在し
てfがUで正則であるときをいう．ある集合上，
微分可能だが正則ではない関数が存在する．

例題 2 f(z) = |z|2は原点で微分可能だが正則
ではないことを示せ．

微分可能性の判定には，コーシー・リーマンの
関係式を利用できる．z = x+iy，f(z) = u+iv

とすると，uとvはx, yの関数と見なせる．実際

f(z) = f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y)

である．z0 = x0 + iy0とするとき，f が z0で
微分可能であるための必要十分条件は，u, vが
(x0, y0) で（全）微分可能であり，コーシー・
リーマンの関係式

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

を (x0, y0)で満たすことである．

例題 3 次の複素関数 f(z)の微分可能性を調べ
よ．

1) f(z) = z2

2) f(z) = Re z

3) f(z) = |z|2 + i Im z2

演習問題 2� �
次の複素関数 f(z)の微分可能性を調べよ．

1) f(z) = ez

2) f(z) = |z|2 + i Im z2� �



第2回「複素関数論」解答解説 2021年10月4日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

演習問題 2� �
次の複素関数 f(z)の微分可能性を調べよ．

1) f(z) = ez

2) f(z) = |z|2 + iIm z2� �
解答 1) C全体で正則 2) 虚軸上でのみ微分
可能

解説 1) z = x+ iyとすると，f(z) = ex+iy =

ex(cos y + i sin y)．したがって

u(x, y) = ex cos y, v(x, y) = ex sin y.

このとき，コーシー・リーマンの関係式

ux = vy = ex cos y, uy = −vx = −ex sin y

が任意の (x, y)で成り立つため，f(z) = ez は
C全体で正則．

2) z = x+ iyとすると

f(z) = |z|2 + iIm z2 = x2 + y2 − 2ixy

である．したがって

u(x, y) = x2 + y2, v(x, y) = −2xy.

このとき，

ux = 2x, uy = 2y, vx = −2y, vy = −2x

であり，x = 0のときのみコーシー・リーマン
の関係式が成り立つ．よって虚軸上でのみ微分
可能である．



第3回「複素関数論」 2021年10月8日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 コーシー・リーマンの関係式

z = x+ iy，f(z) = u(x, y) + iv(x, y)に対す
るコーシー・リーマンの関係式は

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

である．f(z)が z0 = x0 + iy0で微分可能なら
ば，コーシー・リーマンの関係式が成り立つこ
とを示そう．実際，微分係数の式

f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

において，y = y0としてから x → x0とすれば

f ′(z0) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

を得る．一方，x = x0としてから y → y0とす
れば

f ′(z0) = −i
∂u

∂y
+

∂v

∂y

を得る．これらの実部と虚部をそれぞれ比較す
れば，コーシー・リーマンの関係式が得られる．

2 具体的な正則関数

指数関数

f(z) = ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y)

は整関数（複素平面C全体で正則）である．次
の性質が成り立つ．

• (ez)′ = ez

• |ez| = ex > 0

• ez1+z2 = ez1ez2

• ez+2nπi = ez, n ∈ Z（周期 2πi）

例題 1 次の方程式を解け．

1) ez = −2

2) ez = 1 + i

オイラーの公式より，実数 xに対して

cosx =
eix + e−ix

2
, sinx =

eix − e−ix

2i

が成り立つ．これを複素数 zに拡張することで，

三角関数

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i

が定義される．これらは整関数であり，

(cos z)′ = − sin z, (sin z)′ = cos z

が成り立つ．また，tan z = sin z/ cos zであり，
これは分母が 0にならない点で正則である．

例題 2 次の方程式を解け．

1) sin z = 0

2) cos z = 1

一般に | cos z| ≤ 1や | sin z| ≤ 1が成り立つと
は限らないことに注意されたい．例えば

cos(i) =
e−1 + e

2
> 1

である．

正の数xの対数を loge xと表す．複素数z ̸= 0

の対数関数は，

log z = loge |z|+ i arg z

で定義される．主値を取る場合は

Log z = loge |z|+ iArg z, −π < Arg z ≤ π

である．これは−π < Arg z < πで正則であり，

(Log z)′ =
1

z

が成り立つ．

例題 3 複素数の対数関数 log zについて，次の
値を求めよ．

1) log(1 + i)

2) log(−2)

演習問題 3� �
次の方程式を解け．

5 cos z − 3i sin z = 4� �



第3回「複素関数論」解答解説 2021年10月8日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

演習問題 3� �
次の方程式を解け．

5 cos z − 3i sin z = 4� �
解答 −i loge 2 + 2nπ, n ∈ Z

解説 三角関数の定義より

5
eiz + e−iz

2
− 3i

eiz − e−iz

2i
= 4

である．これを整理すると

eiz − 4 + 4e−iz = 0

を得る．w = eiz とすれば

w − 4 + 4w−1 = 0 ⇔ w2 − 4w + 4 = 0

より，w = 2である．よって eiz = 2であり，
（複素）対数を取ると

iz = log 2

= loge 2 + i2nπ, n ∈ Z

である．両辺を iで割って整理すれば

z = −i loge 2 + 2nπ, n ∈ Z

を得る．



第4回「複素関数論」 2021年10月11日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 調和関数

u = u(x, y)は，次の方程式を満たすとき調
和関数という．

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0 (∆u = 0) .

この式をラプラス方程式といい，∆ = ∂2/∂x2+

∂2/∂y2をラプラシアンという．

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)が正則関数である
とき，コーシー・リーマンの関係式より，uと
vは調和関数であることがわかる．逆に，uが
調和関数であるとき，f = u+ ivが正則関数に
なるような調和関数 vが求められる．このよう
な vのことを，uの共役調和関数という．

例題 1 関数 u = 2xy + ex sin y が調和関数で
あることを示し，uの共役調和関数 vを求めよ．
また，正則関数 f(z) = u+ ivを求めて，変数
z = x+ iyを含む式で表せ．

解答の方針 uが調和関数であることは偏微分
すれば確かめられる．コーシー・リーマンの関
係式より

vx = −uy = −2x− ex cos y

vy = ux = 2y + ex sin y

を得る．vxの式を xについて積分すると

v = −x2 − ex cos y + φ(y)

を得る．ただし φ(y)は yの関数．これを yに
ついて微分すると

vy = ex sin y + φ′(y)

を得る．これを前のvyの式と比較すると，φ′(y) =

2y．すなわち φ(y) = y2 + C（C：任意定数）
である．よって，uの共役調和関数 vは

v = −x2 + y2 − ex cos y + C

である．あとは

f(z) =u+ iv = 2xy + ex sin y

+ i(−x2 + y2 − ex cos y + C)

を zの式で表せばよい．

2 複素級数

（複素）数列を {cn}∞n=1または省略して {cn}
と表す．数列{cn}が収束するとは，limn→∞ cn =

c となる c ∈ Cが存在するときをいう．そうで
ないとき，数列 {cn}は発散するという．

数列 {cn}∞n=1の和
∑∞

n=1 cnを（無限）級数と
いう．省略して

∑
cnと書くこともある．級数∑

cnが収束するとは，部分和

SN =
N∑

n=1

cn

の数列 {SN}が収束するときをいう．そうでな
いとき，級数

∑
cnは発散するという．各項の

絶対値を取った級数
∑

|cn|が収束するとき，級
数

∑
cnは絶対収束するという．

• 級数
∑

cnが収束するならば，limn→∞ cn =

0である．
• limn→∞ cn ̸= 0ならば，級数

∑
cn は発

散する．
• 級数

∑
cn は絶対収束するならば，収束

する．

級数
∑

cnの収束判定法には，次のようなもの
がある．

（コーシー・アダマール） λ = lim supn→∞ |cn|1/n

とするとき，λ < 1ならば
∑

cnは絶対収束し，
λ > 1ならば発散する．

（ダランベール） λ = limn→∞ |cn+1|/|cn|が収
束するとき，λ < 1ならば

∑
cnは絶対収束し，

λ > 1ならば発散する．

例題 2 任意の z ∈ Cに対して，
∑∞

n=0 z
n/n!は

絶対収束することを示せ．

演習問題 4� �
関数 u = x/(x2 + y2)の共役調和関数 vを
求めよ．また，正則関数 f(z) = u + ivを
求めて，変数 z = x + iyを含む式で表せ．
ただし z ̸= 0とする．� �



第4回「複素関数論」解答解説 2021年10月11日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

演習問題 4� �
関数 u = x/(x2 + y2)の共役調和関数 vを
求めよ．また，正則関数 f(z) = u + ivを
求めて，変数 z = x + iyを含む式で表せ．
ただし z ̸= 0とする．� �
解答 C を任意定数とするとき，

v = − y

x2 + y2
+ C

f(z) =
1

z
+ iC

解説 コーシー・リーマンの関係式より

vx = −uy =
2xy

(x2 + y2)2

vy = ux =
−x2 + y2

(x2 + y2)2

を得る．vxの式を積分すると

v = − y

x2 + y2
+ φ(y)

を得る．これを yについて微分すると

vy =
−x2 + y2

(x2 + y2)2
+ φ′(y)

を得る．したがって φ′(y) = 0なので，φ(y) =

C：任意定数．よって

v = − y

x2 + y2
+ C (C :任意定数)

である．関数 f = u+ ivは

f =
x

x2 + y2
+ i

(
− y

x2 + y2
+ C

)
=

x− iy

x2 + y2
+ iC

=
z̄

zz̄
+ iC =

1

z
+ iC

である．



第5回「複素関数論」 2021年10月15日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 ベキ級数

複素級数
∞∑
n=0

cn(z − a)n

のことを，aを中心とするベキ級数という．ま
た cnをベキ級数の係数という．ベキ級数の（絶
対）収束・発散については，ある 0 ≤ R ≤ ∞
が存在し，

• |z − a| < Rならばベキ級数は収束し，
|z − a| > Rならば発散する．

が成り立つ．このようなRを収束半径という．
例えば，

•
∞∑
n=0

znの収束半径はR = 1．

•
∞∑
n=0

zn

n!
の収束半径はR = ∞．

である．λを級数
∑

cnの収束判定法（コーシー・
アダマールやダランベール）で用いられる値と
するとき，R = 1/λである．

例題 1 次のベキ級数の収束半径Rを求めよ．

1)
∞∑
n=1

(1 + i)n

n
zn

2)
∞∑
n=1

1

np
zn (p > 0)

収束半径Rのベキ級数 f(z) =
∞∑
n=0

cn(z−a)n

は，aを中心とする半径Rの開円板

D(a,R) := {z ∈ C : |z − a| < R}

において正則である．すなわち，z ∈ D(a,R)

において f(z)は微分可能であり，

f ′(z) =

∞∑
n=1

ncn(z − a)n−1

が成り立つ（項別微分）．これを繰り返すと，
z ∈ D(a,R)において f(z)は何回でも微分可能
であり，係数 cnは

cn =
f (n)(a)

n!

を満たすことが分かる．

2 線積分

複素数値関数 f(t) = u(t) + iv(t), a ≤ t ≤ b

の積分は∫ b

a
f(t)dt =

∫ b

a
u(t)dt+ i

∫ b

a
v(t)dt

となる．積分の評価式∣∣∣∣∫ b

a
f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f(t)|dt

が成り立つ．複素平面 C上の曲線 C は

C : z(t) = x(t) + iy(t), a ≤ t ≤ b

のように表される．z(a)を始点，z(b)を終点と
いう．始点と終点が一致（z(a) = z(b)）する曲
線を閉曲線という．自分自身と交わらない曲線
を単一曲線という．z(t)がC1級で z′(t) ̸= 0で
ある曲線を滑らかな曲線という．曲線 C1の終
点と曲線 C2の始点が一致するとき，C1と C2

をつないだ曲線をC1+C2で表す．有限個の滑
らかな曲線がつながってできる曲線を区分的に
滑らかな曲線という．

曲線 C : z(t)が定義される区間 [a, b]を

∆ : a = t0 < t1 < · · · < tn−1 < tn = b

と分割する．|∆| := max1≤k≤n |tk− tk−1|とし，
tk−1 ≤ τk ≤ tkとするとき，f(z)の線積分は∫
C
f(z)dz := lim

|∆|→0

n∑
k=1

f(z(τk))[z(tk)−z(tk−1)]

で定義される．z(t)がC1級で，f が曲線C上
連続ならば，次式が成り立つ．∫

C
f(z)dz =

∫ b

a
f(z(t))z′(t)dt

演習問題 5� �
次のベキ級数の収束半径Rを求めよ．

1)

∞∑
n=0

n

2n
zn

2)

∞∑
n=1

an
2

n!
zn (a > 0)

� �



第5回「複素関数論」解答解説 2021年10月15日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

演習問題 5� �
次のベキ級数の収束半径Rを求めよ．

1)

∞∑
n=0

n

2n
zn

2)
∞∑
n=1

an
2

n!
zn (a > 0)

� �
解答

1) 2

2) a ≤ 1のとき∞．a > 1のとき 0．

解説 1) cn = n/2nとすると

|cn+1|
|cn|

=
n+ 1

2n+1

2n

n
=

1

2

(
1 +

1

n

)
である．よって，

λ = lim
n→∞

|cn+1|
|cn|

=
1

2

であり，R = 1/λ = 2である．

2) cn = an
2
/n!とすると

|cn+1|
|cn|

=
a(n+1)2

(n+ 1)!

n!

an2 =
a2n+1

n+ 1

である．よって，

λ = lim
n→∞

|cn+1|
|cn|

=

{
0, a ≤ 1,

∞, a > 1

であり，

R =
1

λ
=

{
∞, a ≤ 1,

0, a > 1

である．



第6回「複素関数論」 2021年10月18日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 具体的な線積分

曲線 C : z(t) = x(t) + iy(t), a ≤ t ≤ b上で
zが C1級であり f が連続ならば，C に沿った
f の線積分は∫

C
f(z)dz =

∫ b

a
f(z(t))z′(t)dt

となる．a ∈ C, r > 0とする．aを中心とする
半径 rの円を正の方向（反時計方向）に 1周す
る曲線 C は

C : z(t) = a+ reit 0 ≤ t ≤ 2π

とパラメータ表示できる．z′(t) = ireitに注意
し，C に沿った (z − a)n（n：整数）の線積分∫
C(z − a)ndzを計算すると∫

C
(z − a)ndz =

{
2πi, n = −1,

0, n ̸= −1

が得られる．

領域 D で F ′(z) = f(z)となっているとき，
F (z)を f(z)の原始関数という．f(z)が原始関
数をもつならば，区分的に滑らかな曲線 C に
沿った線積分

∫
C f(z)dzは曲線Cの両端だけで

定まる（途中の経路に依存しない）．

例題 1 点 0, i, 1+ iをこの順に結んだ折れ線を
C1とし，0から 1 + iに向かう線分を C2とす
る．各 j = 1, 2について，以下の問いに答えよ．

1) Cj をパラメータ表示せよ．

2)

∫
Cj

zdzを求めよ．

3)

∫
Cj

Re zdzを求めよ．

2 コーシーの積分定理

2つ以上の開集合に分けられない開集合を連
結という．空でない連結開集合を領域という．
有界領域Dが単連結とは，Dの任意の単一閉
曲線の内部がDに含まれるときをいう．

定理 1 (コーシーの積分定理) f(z)は単連結領
域Dで正則とする．このとき，D内の任意の
区分的に滑らかな閉曲線 C に対して∫

C
f(z)dz = 0

が成り立つ．

長方形に対するコーシーの積分定理を示す．
閉長方形領域R上で f(z)は正則とする．Rの
境界を ∂Rとするとき，

I =

∫
∂R

f(z)dz = 0

を示す．Rの各辺の中点をとり，小長方形を 4

つ作ると，そのどれかの周に関する線積分の絶
対値は |I|/4以上であり，その長方形を R1 と
する．R1 について同様の手順をとり，以下繰
り返すと，小長方形の列 {Rn}∞n=1で∣∣∣∣∫

∂Rn

f(z)dz

∣∣∣∣ ≥ |I|
4n

, ∂Rnの長さ =
L

2n

を満たすものが存在する．これを利用して，|I| ̸=
0を仮定すると矛盾が生じることを示す．

演習問題 6� �
0から

√
2に向かった後に中心 0，半径

√
2

の円弧に沿って 1 + iに至る曲線を C1 と
し，0から 1+ iに向かう線分をC2とする．
各 j = 1, 2について，次の線積分を求めよ．∫

Cj

z̄dz

� �



第6回「複素関数論」解答解説 2021年10月18日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

演習問題 6� �
0から

√
2に向かった後に中心 0，半径

√
2

の円弧に沿って 1 + iに至る曲線を C1 と
し，0から 1+ iに向かう線分をC2とする．
各 j = 1, 2について，次の線積分を求めよ．∫

Cj

z̄dz

� �
解答

1) 1 +
π

2
i

2) 1

解説 1) 曲線 C1は

C1 = C̃1 + Ĉ1

C̃1 : z(t) = t, 0 ≤ t ≤
√
2,

Ĉ1 : z(t) =
√
2eit, 0 ≤ t ≤ π

4

とパラメータ表示できる．よって求める線積
分は∫

C1

z̄dz =

∫ √
2

0
tdt+

∫ π
4

0

√
2e−it(i

√
2eit)dt

=1 +
π

2
i

となる．

2) 曲線 C2は

C2 : z(t) = (1 + i)t, 0 ≤ t ≤ 1

とパラメータ表示できる．よって求める線積
分は ∫

C2

z̄dz =

∫ 1

0
(1− i)t(1 + i)dt

=1

となる．



第7回「複素関数論」 2021年10月22日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 コーシーの積分定理

単連結でない領域を複連結領域という．複
連結領域 Dの境界 ∂Dは有限個の単一閉曲線
C0, C1, . . . , Cn でできているとする．特に C0

を外部境界とする．コーシーの積分定理の一般
化：f がD∪ ∂Dで正則ならば，次が成り立つ．∫

∂D
f(z)dz =

n∑
i=0

∫
Ci

f(z)dz = 0

関数が正則な範囲では，積分経路を変えても
線積分は変わらない．実際，次が成り立つ．

定理 1 (周回変形の原理) (i) 2つの曲線 Γ1

と Γ2 の始点と終点がそれぞれ一致して
おり，f が正則な範囲で Γ1を Γ2に連続
的に変形できるならば，次が成り立つ．∫

Γ1

f(z)dz =

∫
Γ2

f(z)dz

(ii) 2つの閉曲線C1とC2が囲む領域とその
境界で f が正則ならば，次が成り立つ．∫

C1

f(z)dz =

∫
C2

f(z)dz

周回変形の原理を利用して，様々な問題を解く
ことができる．

例題 1 1) Cを z(t) = −1+ eit (0 ≤ t ≤ π)

で定められる曲線とする．
∫
C

z

z2 + 1
dzの

値を求めよ．

2) C を ±1 を通らない単一閉曲線とする．∫
C

dz

z2 − 1
の取りうる値をすべて求めよ．

C を閉曲線とし，aを C 上にない点とする．
このとき

W (a,C) =
1

2πi

∫
C

dz

z − a

は整数値であり，Cの aの回りの回転数という．

2 コーシーの積分公式

次の定理が成り立つ．

定理 2 (コーシーの積分公式) Dは有界領域で
あり，境界 ∂Dは区分的に滑らかな曲線（の有
限和）とする．f がD ∪ ∂Dで正則ならば，次
が成り立つ．

f(a) =
1

2πi

∫
∂D

f(z)

z − a
dz (a ∈ D)

証明の概要 a ∈ Dとするとき，r > 0が十分
小さければ，aを中心とする半径 rの円周Cr :

|z − a| = rがDに含まれる．このとき，周回
変形の原理より∫

∂D

f(z)

z − a
dz =

∫
Cr

f(z)

z − a
dz

が成り立つ．ここで，第 6回の内容より∫
Cr

f(a)

z − a
dz = f(a)

∫
Cr

(z− a)−1dz = 2πif(a)

が成り立つことに注意すると∣∣∣∣∫
∂D

f(z)

z − a
dz − 2πif(a)

∣∣∣∣ ≤ ∫
Cr

|f(z)− f(a)|
|z − a|

|dz|

を得る．r → 0で右辺が 0に収束することを示
せば良い．

例題 2 C がそれぞれ次のように与えられると

き，
∫
C

cos z

z2 − 1
dzを求めよ．

1) C : |z − 1| = 1

2) C : |z + 1| = 1

3) C : |z − i| = 1

演習問題 7� �
次の積分を求めよ．

1)

∫
C

cos z

z2 + 2z
dz, C : |z| = 1

2)

∫
C

2z

z2 + 1
dz, C : |z| = 2� �



第7回「複素関数論」解答解説 2021年10月22日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

演習問題 7� �
次の積分を求めよ．

1)

∫
C

cos z

z2 + 2z
dz, C : |z| = 1

2)

∫
C

2z

z2 + 1
dz, C : |z| = 2� �

解答

1) πi

2) 4πi

解説 1) f(z) = cos z/(z+2)とすると，求め
る線積分は ∫

C

f(z)

z
dz

である．f(z)はCの内部で正則であり，z = 0

はCの内部にあることに注意すると，コーシー
の積分公式より∫

C

f(z)

z
dz = 2πif(0) = 2πi · 1

2
= πi

を得る．

2) 部分分数分解より

2z

z2 + 1
=

1

z + i
+

1

z − i

を得る．f(z) = 1とすると，f(z)は C の内部
で正則であり，z = ±iは C の内部にあること
に注意すると，コーシーの積分公式より∫

C

2z

z2 + 1
dz =

∫
C

f(z)

z + i
dz +

∫
C

f(z)

z − i
dz

=2πif(−i) + 2πif(i)

=4πi

を得る．



第8回「複素関数論」 2021年10月25日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 平均値原理と最大値原理

aを中心とする半径Rの開円板をD(a,R)と
表す．コーシーの積分公式を利用すると，次の
平均値原理が成り立つことを証明できる．

定理 1 (平均値原理) f(z)はD(a,R)で正則と
する．任意の 0 < r < Rに対して，次の等式
が成り立つ．

f(a) =
1

2π

∫ 2π

0
f(a+ reiθ)dθ

平均値原理の等式より，

1

2π

∫ 2π

0

[
|f(a)| − |f(a+ reiθ)|

]
dθ ≤ 0

が成り立つ．したがって，領域D(a,R)上の |f(z)|
の最大値が |f(a)| であったとすると，任意の
0 < r < Rと 0 ≤ θ ≤ 2πに対して

|f(a)| = |f(a+ reiθ)|

が成り立つ．したがって |f(z)|は領域 D(a,R)

で定数である．このとき，f(z)も領域D(a,R)

で定数である（例題 1）．

例題 1 Dを領域とし，f(z)はD上の正則関数
とする．|f(z)|がDで定数ならば，f(z)もD

で定数であることを示せ．

上の考察より，次の最大値原理が成り立つ．

定理 2 (最大値原理) (i) 領域上の定数でな
い正則関数の絶対値は，領域内部の点で
最大にならない．

(ii) 有界領域上の正則関数の絶対値は，境界
上で取られる．

例題 2 領域D = {z ∈ C : Re z > 0}および正
則関数 f(z) = ezに対して，最大値原理を確か
めよ．

2 テイラー展開

コーシーの積分公式を利用すると，次の定理
が成り立つことを示すことができる．

定理 3 (正則関数のテイラー展開) Dを領域と
し，f(z)はD上の正則関数とする．a ∈ Dに対
し，正の実数 Rは D(a,R) ⊂ Dを満たすよう
なものとする．このとき，任意の z ∈ D(a,R)

に対して，f(z)は

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n

のようにベキ級数で表される．これを f(z)の
aを中心とするテイラー展開という．係数 cnは

cn =
f (n)(a)

n!
=

1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ

を満たす．ただし C は aのまわりを正の方向
に一周するD内の任意の単一閉曲線である．

証明の概要 z ∈ D(a,R)に対して，コーシー
の積分公式より

f(z) =
1

2πi

∫
|ζ−a|=R

f(ζ)

ζ − z
dζ

を得る．ここで |z − a|/|ζ − a| < 1より

1

ζ − z
=

1

ζ − a

1

1− z−a
ζ−a

=
∞∑
n=0

(z − a)n

(ζ − a)n+1

を得る．これを f(z)の式に代入して，周回変
形の原理を用いる．

テイラー展開より，正則関数は何回でも微分
可能であり，正則関数の微分は正則関数である
ことがわかる．また，次の等式が成り立つ（グ
ルサの定理）．

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ

演習問題 8� �
C : z(t) = 4eit, 0 ≤ t ≤ 2πとする．グル

サの定理を利用して，
∫
C

cos z

(z + π)3
dzの値

を求めよ．� �



第8回「複素関数論」解答解説 2021年10月25日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

演習問題 8� �
C : z(t) = 4eit, 0 ≤ t ≤ 2πとする．グル

サの定理を利用して，
∫
C

cos z

(z + π)3
dzの値

を求めよ．� �
解答 πi

解説 f(z) = cos zは整関数（C全体で正則）で
あり，Cは−πのまわりを正の方向に一周する
単一閉曲線である．よって，グルサの定理より

f ′′(−π) =
2!

2πi

∫
C

f(z)

(z + π)3
dz =

1

πi

∫
C

cos z

(z + π)3
dz

が成り立つ．書き換えると，∫
C

cos z

(z + π)3
dz = πif ′′(−π) = πi[− cos(−π)] = πi

である．



第9回「複素関数論」 2021年10月29日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 テイラー展開

領域Dで f(z)は正則とする．D(a,R) ⊂ D

であるとき，点 aを中心とする f(z)のテイラー
展開は

f(z) =

∞∑
n=0

cn(z − a)n, z ∈ D(a,R)

である．ただし係数 cnは

cn =
f (n)(a)

n!
=

1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ

である（C：aのまわりを正の方向に一周する
D内の任意の単一閉曲線）．D(a,R)において
|f(z)| ≤ M ならば，

|cn| =
|f (n)(a)|

n!
≤ M

Rn

が成り立つ．代表的な初等関数の原点を中心と
するテイラー展開（マクローリン展開）は

ez = 1 + z +
1

2!
z2 +

1

3!
z3 + · · · , |z| < ∞,

cos z = 1− 1

2!
z2 +

1

4!
z4 − · · · , |z| < ∞,

sin z = z − 1

3!
z3 +

1

5!
z5 − · · · , |z| < ∞

である．次の命題が成り立つ．

命題 1 f(z)は原点で正則な関数であり，マク
ローリン展開を f(z) =

∑∞
n=0 cnz

nとする．こ
のとき，次が成り立つ．

1) fが奇関数ならば，c2n = 0, n = 0, 1, 2, . . .

2) fが偶関数ならば，c2n+1 = 0, n = 0, 1, 2, . . .

ベキ級数には係数の一意性があるため，係数
cn を計算するときは微分や積分以外の方法を
用いてもよい．

例題 1 次の関数のマクローリン展開を求めよ．

1)
1

z2 + z − 2
, |z| < 1

2) (z + 1)ez

2 代数学の基本定理

複素平面 C全体で正則な関数を整関数とい
う．次の定理が成り立つ．

定理 1 (リュービルの定理) 有界な整関数は定
数しかない．

次の定理は代数学の基本定理と呼ばれる．

定理 2 複素係数の n (≥ 1)次方程式

cnz
n+ cn−1z

n−1+ · · ·+ c1z+ c0 = 0, cn ̸= 0

は複素数の範囲で必ず解をもつ．特に，重複を
含めて解の数はちょうど n個である．

証明の概要 方程式の左辺をP (z)とする．C全
体でP (z) ̸= 0を仮定し，矛盾を示す．このとき
f(z) = 1/P (z)は整関数であるが，|P (z)| → ∞
(|z| → ∞) であることから，f(z)は有界であ
ることがわかる．よってリュービルの定理より
f(z)は定数であり，P (z)も定数となるが，P (z)

は多項式なので矛盾である．

3 正則関数の零点

f(a) = 0, a ∈ Dのとき，点 aを f(z)の零
点という．テイラー展開が

f(z) = ck(z−a)k+ck+1(z−a)k+1+· · · , ck ̸= 0

となるとき，kを零点aの位数といい，aを f(z)

の k位の零点という．aが f(z)の k位の零点
であるための必要十分条件は

0 = f(a) = f ′(a) = · · · = f (k−1)(a), f (k)(a) ̸= 0,

である．

例題 2 (1 − ez) sin zの零点とその位数を求め
よ．

演習問題 9� �
関数

z + 2

1− z2
, |z| < 1のマクローリン展開

を求めよ．� �



第9回「複素関数論」解答解説 2021年10月29日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

演習問題 9� �
関数

z + 2

1− z2
, |z| < 1のマクローリン展開

を求めよ．� �
解答 2+z+2z2+z3+2z4+· · · =

∞∑
n=0

3 + (−1)n

2
zn

解説 部分分数分解すると

z + 2

1− z2
=

3

2

1

1− z
+

1

2

1

1 + z

である．|z| < 1では等比級数の公式より

1

1− z
= 1 + z + z2 + · · · ,

1

1 + z
= 1− z + z2 − · · ·

となるので，

z + 2

1− z2
=
3

2
(1 + z + z2 + · · · )

+
1

2
(1− z + z2 − · · · )

=2 + z + 2z2 + z3 + 2z4 + · · ·

を得る．



第10回「複素関数論」 2021年11月1日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 ローラン展開

f(z)がD(a,R)\{a}で正則なとき，aを f(z)

の特異点という．aが f(z)の特異点であるとき，
f(z)はaの周りで負のベキも許したベキ級数で
表すことができる．そのような級数展開をロー
ラン展開という．

定理 1 (ローラン展開) f(z)は円環

{z ∈ C : r < |z − a| < R}, 0 ≤ r < R ≤ ∞

で正則とする．このとき f(z)は

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n (r < |z − a| < R)

と表される．ただし

cn =
1

2πi

∫
C

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ

であり，Cは aの周りを正の向きに一周する円
環内の単一閉曲線である．

ローラン展開における負のベキの和

−1∑
n=−∞

cn(z − a)n

のことを主要部という．主要部に応じて aは次
の 3種類に分類される．

(i) 主要部がないとき，aを除去可能特異点と
いう．

(ii) 主要部が有限和 (c−k ̸= 0かつ cn = 0,

n < −k)のとき，aを k位の極という．
(iii) 主要部が無限和のとき，aを真性特異点と

いう．

例題 1 次の関数 f(z)の点 aを中心とするロー
ラン展開を求め，特異点 aの種類を答えよ．

1) f(z) = e
1
z , a = 0

2) f(z) =
1

(z − 1)(z − 3)
, a = 1

3)
1

z(z − 1)2
, a = 0

2 留数

Cを aの周りを正の向きに一周するD(a,R)

内の任意の単一閉曲線とする．∫
C
(z − a)ndz =

{
2πi, n = −1,

0, n ̸= −1

に注意して，ローラン展開の両辺をCに沿って
積分すると ∫

C
f(z)dz = 2πic−1

を得る．すなわち，ローラン展開の−1次の項
の係数 c−1 によって積分が求まる．このよう
な c−1のことを f(z)の aにおける留数とよび，
Res (f, a)や省略してRes (a)などと書く．より
一般に，次の留数定理が成り立つ．

定理 2 (留数定理) f がD ∪ ∂Dにおいて有限
個の特異点 z1, . . . , zn ∈ D を除いて正則なら
ば，次の等式が成り立つ．∫

∂D
f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

Res (f, zk).

留数計算では，次の方法を利用できる．

定理 3 aを f(z)の特異点とする．

(i) limz→a(z − a)f(z) ̸= 0 が存在すれば，
a は f の 1 位の極であり，Res (f, a) =

limz→a(z − a)f(z)．
(ii) k ≥ 2のとき，limz→a(z − a)kf(z) ̸= 0

が存在すれば，aは f の k位の極であり，

Res (f, a) =
1

(k − 1)!
lim
z→a

[(z−a)kf(z)](k−1)

例題 2 関数 f(z) =
z2

(z − a)(z − b)
, a ̸= bの

特異点とそこにおける留数を求めよ．

演習問題 10� �
関数 f(z) =

z2

(z2 + 1)(z − 1)
の特異点とそ

こにおける留数を求めよ．� �



第10回「複素関数論」解答解説 2021年11月1日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

演習問題 10� �
関数 f(z) =

z2

(z2 + 1)(z − 1)
の特異点とそ

こにおける留数を求めよ．� �
解答 特異点は1,±i．留数はRes (1) =

1

2
, Res (i) =

1− i

4
, Res (−i) =

1 + i

4

解説 分母は (z + i)(z − i)(z − 1)と因数分解
できるので，z = 1,±iが特異点．すべて 1位
の極である．

Res (1) = lim
z→1

(z − 1)f(z) = lim
z→1

z2

z2 + 1
=

1

2
,

Res (i) = lim
z→i

(z − i)f(z)

= lim
z→i

z2

(z + i)(z − 1)
=

−1

2i(i− 1)
=

1− i

4
,

Res (−i) = lim
z→−i

(z + i)f(z)

= lim
z→−i

z2

(z − i)(z − 1)
=

−1

2i(i+ 1)
=

1 + i

4
.



第11回「複素関数論」 2021年11月8日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 留数

f(z) = φ(z)/ψ(z)の形の関数を考える．φ(z)
と ψ(z)は z = aで正則であり，φ(a) ̸= 0か
つ ψ(a) = 0（1位の零点）とする．このとき，
z = aはf(z)の1位の極であり，留数Res (f, a)

は次の公式で求められる．

Res (f, a) =
φ(a)

ψ′(a)

例題 1 関数 f(z) = z/ sin zの特異点とそこに
おける留数を求めよ．

2 無限遠点における留数

複素平面Cに無限遠点∞を付け加えてでき
る C∗ := C ∪ {∞}を拡張された複素平面とい
う．C∗ は立体射影によって 3次元空間の複素
球面と同一視される．

f(z)が |z| > Rで正則ならば，

F (w) = f

(
1

w

)
は 0 < |w| < 1/Rで正則である．F (w)の原点

を中心とするローラン展開をF (w) =

∞∑
n=−∞

anw
n

とするとき，cn = a−nとおくと

f(z) =

∞∑
n=−∞

cnz
n, |z| > R

を得る．これを f(z)の∞におけるローラン展
開という．この場合の主要部は

∑∞
n=1 cnz

n で
ある．有限の aの場合と同様に，∞は

(i) 主要部がないとき，除去可能特異点．
(ii) 主要部が有限和 (ck ̸= 0かつ cn = 0, n >

k)のとき，k位の極．
(iii) 主要部が無限和のとき，真性特異点．

∞における留数は Res (f,∞) = −c−1 であ
る．このことより，f(z)が Cにおいて有限個
の特異点 z1, z2, . . . , znを除いて正則ならば

Res (f,∞) +
n∑

k=1

Res (f, zk) = 0

が成り立つ．

例題 2 次の関数の C∗ での特異点と留数を求
めよ．

1)
z2

z + 1
2)

1

(z + 1)n(z − 2)
, n ∈ N

3 留数計算

留数を用いて定積分を計算することを留数計

算とよぶ．例として，
∫ ∞

−∞

dx

x2 + 1
を留数計算

で求める．f(z) = 1/(z2 + 1)とし，原点を中
心とする半径 R > 1の上半円周を CRとする．
留数定理より∫ R

−R

dx

x2 + 1
+

∫
CR

dz

z2 + 1
=2πiRes (f, i)

=π

を得る．R → ∞とすると，左辺の第 2項は 0

に収束するので，∫ ∞

−∞

dx

x2 + 1
= π

となる．

別の例として，三角関数の定積分
∫ 2π

0

dθ

3 + 2 sin θ

を留数計算で求める．z = eiθ (0 ≤ θ ≤ 2π)とす
ると dθ = dz/(iz)かつ sin θ = (z − z−1)/(2i)．
よって∫ 2π

0

dθ

3 + 2 sin θ
=

∫
|z|=1

1

3 + 2 z−z−1

2i

dz

iz

=

∫
|z|=1

dz

z2 + 3iz − 1
　

となる．この右辺に留数定理を用いれば，解
2π/

√
5が得られる．

演習問題 11� �
次の定積分を求めよ．∫ 2π

0

dθ√
2− cos θ� �



第11回「複素関数論」解答解説 2021年11月8日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

演習問題 11� �
次の定積分を求めよ．∫ 2π

0

dθ√
2− cos θ� �

解答 2π

解説 C : z(θ) = eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2πとする（原
点中心の単位円）．オイラーの公式より

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
=

1

2

(
z +

1

z

)
が成り立つ．dθ = dz/(iz)より，∫ 2π

0

1√
2− cos θ

dθ =

∫
C

1√
2− 1

2

(
z + 1

z

) dz
iz

=− 1

i

∫
C

2

z2 − 2
√
2z + 1

dz

=− 2

i

∫
C

1

(z − α)(z − β)
dz

となる．ただし，

α =
√
2 + 1, β =

√
2− 1

とした．C の内部にある特異点は z = β なの
で，留数定理より∫ 2π

0

1√
2− cos θ

dθ = 2πi

(
−2

i

)
Res (f, β)

= −4π lim
z→β

(z − β)
1

(z − α)(z − β)

=
4π

α− β
= 2π

となる．ただし

f(z) =
1

(z − α)(z − β)

とした．



第12回「複素関数論」 2021年11月12日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 留数計算

留数を用いて定積分を計算することを留数計

算とよぶ．例として，
∫ ∞

−∞

dx

x2 + 1
を留数計算

で求める．f(z) = 1/(z2 + 1)とし，原点を中
心とする半径 R > 1の上半円周を CRとする．
留数定理より∫ R

−R

dx

x2 + 1
+

∫
CR

dz

z2 + 1
=2πiRes (f, i)

=π

を得る．R → ∞とすると，左辺の第 2項は 0

に収束するので，∫ ∞

−∞

dx

x2 + 1
= π

となる．

例題 1 次の積分を求めよ．∫ ∞

−∞

cosx

x2 + 1
dx

解答の方針 f(z) = cos z/(z2 + 1)として計算
するとうまくいかないので，

f(z) =
eiz

z2 + 1

として複素積分を計算する．上の例のように留
数定理を利用すると∫ ∞

−∞

eix

x2 + 1
dx =

π

e

を得る．eix = cosx+ i sinxなので，実部を比
較すると，求める積分値は π/eである．

関数 f(x)のフーリエ変換は

f̂(ξ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξxdx

である．ここで ξは実数である．

例題 2 f(x) = 1/(x2+1)のフーリエ変換を求
めよ．

2 主値積分

1/xは x = 0に特異点をもつので，広義積分

の意味では
∫ 1

−1

1

x
dxは定まらない．ところが，

次の主値積分を考えることができる．

p.v.

∫ 1

−1

1

x
dx = lim

ϵ→+0

[∫ −ϵ

−1

1

x
dx+

∫ 1

ϵ

1

x
dx

]
= lim

ϵ→+0
log

ϵ

ϵ
= lim

ϵ→+0
log 1 = 0.

主値積分を応用して，
∫ ∞

0

sinx

x
dxを求める．

例題 1と同様に，f(z) = eiz/z として，積分
の虚部をとればよい．原点を中心とする半径
0 < ϵ < Rの下半円周を Γϵとする．すなわち

Γϵ : z(t) = ϵeit, π ≤ t ≤ 2π

である．留数定理より(∫ R

ϵ
+

∫ −ϵ

−R

)
dx

x
+

(∫
CR

+

∫
Γϵ

)
dz

z

= 2πiRes (f, 0) = 2πi

である．R → ∞とすると，CR 上の積分は 0

に収束する．一方，ϵ → 0とすると，Γϵ上の積
分は πiに収束する．よって，

p.v.

∫ ∞

−∞

eix

x
dx = π

である．虚部を取れば∫ ∞

0

sinx

x
dx =

1

2

∫ ∞

−∞

sinx

x
dx =

π

2

を得る．

演習問題 12� �
次の積分を求めよ．∫ ∞

−∞

1

x2 + x+ 1
dx

� �
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演習問題 12� �
次の積分を求めよ．∫ ∞

−∞

1

x2 + x+ 1
dx

� �
解答

2π√
3

解説 f(z) = 1/(z2 + z+1)とする．特異点は

a1 =
−1 +

√
3i

2
, a2 =

−1−
√
3i

2

であり，上半平面にあるのは a1（1位の極）の
みである．原点を中心とする半径 R > 1の上
半円周を CRとすれば，留数定理より∫ R

−R

1

x2 + x+ 1
dx+

∫
CR

1

z2 + z + 1
dz

= 2πiRes (f, a1)

=
2π√
3

(1)

である．一方∣∣∣∣∫
CR

1

z2 + z + 1
dz

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ π

0

iReiθ

R2ei2θ +Reiθ + 1
dθ

∣∣∣∣
≤ πR

R2 −R− 1
→ 0 (R → ∞)

より，(1)においてR → ∞とすれば∫ ∞

−∞

1

x2 + x+ 1
dx =

2π√
3

を得る．



第13回「複素関数論」 2021年11月15日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 偏角の原理

特異点が極だけである関数を有理型関数とい
う．f(z)を有理型関数とし，z = aは k 位の
零点とする．このとき，aで正則な関数 g(z)で
g(a) ̸= 0を満たすものが存在して，

f(z) = (z − a)kg(z)

と書ける．すると

f ′(z)

f(z)
=

k

z − a
+

g′(z)

g(z)

を得るが，g′(z)/g(z)は aで正則なので，

Res

(
f ′(z)

f(z)
, a

)
= k

が成り立つ．同様に，z = bが f(z)の ℓ位の極
ならば，

Res

(
f ′(z)

f(z)
, b

)
= −ℓ

が成り立つことがわかる．

単一閉曲線Cに囲まれた領域をDとし，D内
のfの零点の個数をn(0, f)，極の個数をn(∞, f)

と表す．ただしいずれも重複度を含める．f(z)

がD ∪ C で有理型であり，C 上に零点も極も
もたないならば，次の等式が成り立つ（偏角の
原理）：

n(0, f)− n(∞, f) =
1

2πi

∫
C

f ′(z)

f(z)
dz.

また，C に沿って zが動いたときの f(z)の偏
角の増分を

∫
C d arg f(z)と表すと，

n(0, f)− n(∞, f) =
1

2π

∫
C
d arg f(z)

も成り立つ．

例題 1 原点を中心とする単位円をCとし，f(z) =
z − 2i

z2
とするとき，f によるCの像 f(C)の 0

の周りの回転数W (0, f(C))を求めよ．

2 ルーシェの定理

偏角の原理を利用すると，次のルーシェの定
理を証明できる．

定理 1 (ルーシェの定理) 単一閉曲線Cに囲ま
れた領域をDとし，f(z)と g(z)はD∪Cで正
則であり，C上では |f(z)| > |g(z)|を満たすと
する．このとき，f(z)と f(z)+ g(z)のD内の
零点の個数は等しい．

証明の概要 h(z) =
f(z) + g(z)

f(z)
とすると，

|h(z)− 1| = |g(z)|
|f(z)|

< 1

がC上で成り立つ．よって h(C)は原点の周り
を通らず，偏角の原理より n(0, h) = 0となる．
一方，

[f(z) + g(z)]′

f(z) + g(z)
=

f ′(z)

f(z)
+

h′(z)

h(z)

なので，

n(0, f + g) = n(0, f) + n(0, h) = n(0, f)

となる．

例題 2 ルーシェの定理を用いて，次のそれぞれ
の集合における方程式 z7−3z6+z2+9z−1 = 0

の解の個数を答えよ．

1) 単位円板 {z ∈ C : |z| < 1}
2) 円環 {z ∈ C : 1 < |z| < 2}
3) 円の外部 {z ∈ C : |z| > 2}

演習問題 13� �
原点を中心とする単位円をCとし，f(z)を

f(z) =
2z2 + 1

z3 + 2iz2 + z

とするとき，f によるCの像 f(C)の原点
まわりの回転数W (0, f(C))を求めよ．� �
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演習問題 13� �
原点を中心とする単位円をCとし，f(z)を

f(z) =
2z2 + 1

z3 + 2iz2 + z

とするとき，f によるCの像 f(C)の原点
まわりの回転数W (0, f(C))を求めよ．� �
解答 0

解説

f(z) =
2z2 + 1

z(z2 + 2iz + 1)

=
2(z + i/

√
2)(z − i/

√
2)

z[z + (1 +
√
2)i][z + (1−

√
2)i]

なので，f(z)の零点は z = ±i/
√
2，極は z =

0,−(1±
√
2)iである．このうち，単位円Cの内

側にあるのは零点 z = ±i/
√
2と極 z = 0,−(1−√

2)iである．よって n(0, f) = n(∞, f) = 2な
ので，偏角の原理より，回転数は

n(0, f)− n(∞, f) = 0．



第14回「複素関数論」 2021年11月19日

教科書：相川弘明著「複素関数入門」共立出版

1 一次分数変換

次のような変換を一次分数変換という．

w = f(z) =
az + b

cz + d
(ad− bc ̸= 0)

基本的な一次分数変換は以下の 3つである．

（平行移動）w = z + b

（回転）w = az (a ̸= 0)

（反転）w = 1/z

すべての一次分数変換は，これら 3つを合成す
ることで得られる．逆変換は

z = f−1(w) =
−dw + b

cw − a

であり，逆変換も一次分数変換である．

一次分数変換で動かない点，すなわち

w = f(z) = z ⇔ z =
az + b

cz + d

を満たす zを不動点という．整理すると

cz2 + (d− a)z − b = 0

を得る．この解は，c = d − a = b = 0ならば
すべての複素数であり，そうでなければ高々2

個の複素数である．このことから次の事実が成
り立つ．

• 一次分数変換は，3点の変換先が定まれ
ば唯一つに定まる．

例題 1 点 1, 0,∞をそれぞれ点 0,−1/2, 1に写
す一次分数変換を求めよ．

また，次の事実が成り立つ．

（円々対応）一次分数変換は，z平面の円を
w平面の円に写す．ただし，直線は無限
遠点∞を通る円と見なす．

• 上半平面{Im z > 0}を上半平面{Imw >

0}に写す一次分数変換は

w =
az + b

cz + d
(a, b, c, d ∈ R, ad−bc > 0)

である．

• 単位円板 {|z| < 1}を単位円板 {|w| < 1}
に写す一次分数変換は

w = eiθ
z − α

1− ᾱz
(|α| < 1, θ ∈ R)

である．
• 上半平面 {Im z > 0}を単位円板 {|w| <
1}に写す一次分数変換は

w = eiθ
z − α

z − ᾱ
(Im α > 0, θ ∈ R)

である．

2 ジュウコフスキー変換

次の変換はジュウコフスキー変換と呼ばれる．

w = J(z) =
1

2

(
z +

1

z

)
原点を中心とする半径 r の円 z = reiθ (0 ≤
θ ≤ 2π)は，ジュウコフスキー変換w = J(z) =

u+ ivによって，楕円[
u

(r + r−1)/2

]2
+

[
v

(r − r−1)/2

]2
= 1

に写る．また，原点から出る放射線 z = reiα

(0 < r < ∞)は，双曲線( u

cosα

)2
−
( v

sinα

)2
= 1

に写る．

演習問題 14� �
点 0,−1, 1をそれぞれ点 1, 0,∞に写す一次
分数変換を求めよ．� �
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演習問題 14� �
点 0,−1, 1をそれぞれ点 1, 0,∞に写す一次
分数変換を求めよ．� �
解答 w =

z + 1

−z + 1

解説 w = f(z) =
az + b

cz + d
とする．z = 0のと

き w = 1より，

1 =
b

d
⇔ b = d

を得る．また，z = −1のとき w = 0より

0 =
−a+ b

−c+ d
⇔ a = b

を得る．よって，a = b = dであり，

w =
az + a

cz + a

である．また，z = 1のとき w = ∞より

∞ =
2a

c+ a
⇔ c = −a

を得る．まとめると

w =
az + a

−az + a
=

z + 1

−z + 1

である．


