
第1回「微分積分1」 2022年4月12日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

関数の極限と連続性

数列 {an}が収束するとは，ある極限 αが存

在して， lim
n→∞

an = αが成り立つことである．

この等式の正確な定義は次のようになる．

• 任意の ϵ > 0に対し，ある自然数 n0が存
在して，n > n0ならば常に |an − α| < ϵ

が成り立つ．

数列 {an}が収束しないとき，発散するという．
特に正の無限大に発散することは lim

n→∞
an = ∞

と表されるが，この等式の正確な定義は次のよ
うになる．

• 任意のM > 0に対し，ある自然数 n0が
存在して，n > n0 ならば常に an > M

が成り立つ．

例題 1� �
(1) an =

1

2n
とするとき， lim

n→∞
an = 0を

証明せよ．

(2) an = 2nとするとき， lim
n→∞

an = ∞を

証明せよ．� �
関数 f(x)が x → aで αに収束することは

lim
x→a

f(x) = αと表される．この等式の正確な

定義は次のようになる．

• 任意の ϵ > 0に対し，ある δ > 0が存在
して，0 < |x−a| < δならば常に |f(x)−
α| < ϵが成り立つ．

この定義には |x − a| = 0の場合が含まれない
ことに注意されたい．すなわち，x = aでの関

数 f の値 f(a)とは関係なく，極限 lim
x→a

f(x)は

定義される．もしそれらが一致するならば，す
なわち

lim
x→a

f(x) = f(a)

が成り立つならば，f は点 aで連続という．

例題 2� �
次の関数 f の原点での連続性を調べよ．

(1) f(x) = 2 |x| (2) f(x) =

{
1, x ≥ 0,

0, x < 0.� �
例題 2 (2)の関数はヘヴィサイド関数と呼ば
れ，原点では不連続である．しかし，x > 0の
もとで x → 0としたとき，極限は f(0)と一致
する．このとき f は原点で右側連続といい，こ
のような極限を右側極限という．

一般に，点 aでの fの右側極限は lim
x→a+0

f(x)

と表される．同様の考え方で，左側極限も定義

でき， lim
x→a−0

f(x)と表される．このとき，

• lim
x→a+0

f(x) = f(a) ⇔ f は aで右側連続．

• lim
x→a−0

f(x) = f(a) ⇔ f は aで左側連続．

ある区間 Iのすべての点で fが連続であると
き，f は区間 I上連続という．ただし Iが端点
を含む場合，端点での連続は右側あるいは左側
連続を意味する．連続性についての基本的な定
理として，次が知られている．

定理 1 (最大値・最小値) f が [a, b] 上連続な
らば，f は [a, b]で最大値および最小値を取る．

定理 2 (中間値の定理) f が [a, b] 上連続かつ
f(a) < f(b)ならば，任意の c ∈ (f(a), f(b))に
対して，f(ξ) = cを満たすある ξ ∈ (a, b)が存
在する．

演習問題 1� �
次の関数 f は原点で連続，右側連続，左側
連続，不連続のいずれであるか答えよ．

(1) f(x) = −x (x ≥ 0), x2 − 1 (x < 0).

(2) f(x) = e−1/x (x > 0), 0 (x ≤ 0).� �
※解答は本日中に BEEFから提出して下さい．



第1回「微分積分1」演習問題の解答 2022年4月12日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

演習問題 1� �
次の関数 f は原点で連続，右側連続，左側
連続，不連続のいずれであるか答えよ．

(1) f(x) = −x (x ≥ 0), x2 − 1 (x < 0).

(2) f(x) = e−1/x (x > 0), 0 (x ≤ 0).� �
解答 (1) 右側連続 (2) 連続

解説 (1) f(0) = 0．一方，

lim
x→+0

f(x) = lim
x→0

(−x) = 0 = f(0)

lim
x→−0

f(x) = lim
x→0

(x2 − 1) = −1 ̸= f(0)

より，原点で右側連続だが左側連続ではない．

(2) f(0) = 0．一方，

lim
x→+0

f(x) = lim
x→0

e−1/x = 0 = f(0)

lim
x→−0

f(x) = lim
x→0

0 = 0 = f(0)

より，原点で連続．



第2回「微分積分1」 2022年4月19日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

逆三角関数

f がある区間上連続な単調関数ならば，逆関
数 f−1も連続で単調となる．三角関数の逆関数
を逆三角関数という．

f(x) = sinxは区間
[
−π

2
,
π

2

]
上連続かつ単

調増加である．よって逆関数 f−1 が存在する
が，これを f−1(x) = Arcsin x（アークサイン）
と表す．Arcsin xの定義域は [−1, 1]で，次の等
式が成り立つ．

Arcsin (−1) = −π

2
, Arcsin 1 =

π

2
,

Arcsin 0 = 0, Arcsin (−x) = −Arcsin x.

f(x) = cosxは区間 [0, π]上連続かつ単調減
少である．よって逆関数 f−1が存在するが，こ
れを f−1(x) = Arccos x（アークコサイン）と
表す．Arccos xの定義域は [−1, 1]で，次の等
式が成り立つ．

Arccos (−1) = π, Arccos 1 = 0,

Arccos 0 =
π

2
, Arccos (−x) = π −Arccos x.

f(x) = tanxは区間
(
−π

2
,
π

2

)
上連続かつ単

調増加である．よって逆関数 f−1が存在するが，
これを f−1(x) = Arctan x（アークタンジェン
ト）と表す．Arctan xの定義域は (−∞,∞)で，
次の等式が成り立つ．

lim
x→−∞

Arctan x = −π

2
, lim

x→∞
Arctan x =

π

2
,

Arctan 0 = 0, Arctan (−x) = −Arctan x.

例題 1� �
次の値を求めよ．

(1) Arcsin

(
sin

4

3
π

)
(2) Arctan

1

2
+ Arctan

1

3� �

1変数関数の微分

極限

A = lim
x→a

f(x)− f(a)

x− a

が存在するとき，f は点 aで微分可能という．
Aを点 aでの f の微分係数といい，f ′(a)と表
す．一方，右側あるいは左側極限

A+ = lim
x→a+0

f(x)− f(a)

x− a
, A− = lim

x→a−0

f(x)− f(a)

x− a

が存在するとき，f は点 aでそれぞれ右側微分
可能および左側微分可能という．A+ = A−な
らば，f は点 aで微分可能である．また，

f が点 aで微分可能 ⇒ f が点 aで連続

が成り立つが，この逆は必ずしも成り立たない．

例題 2� �
次の関数の原点での微分可能性を調べよ．

(1) |x| (2)

 x2 sin
1

x
, x ̸= 0,

0, x = 0.� �
f が区間 I 上微分可能とは，f が区間 I の任
意の点で微分可能であることをいう．ただし I

が端点を含むとき，端点での微分可能は右側あ
るいは左側微分可能を意味する．f が区間 I上
微分可能であるとき，x ∈ I に対して xでの微
分係数を対応させる関数 f ′(x)を導関数という．

f が区間 I上微分可能かつ単調で，f ′(x) ̸= 0

ならば，逆関数 f−1の導関数は 1/f ′となる．逆
三角関数の導関数は次のようになる．

(Arcsin x)′ =
1√

1− x2
, (Arccos x)′ =

−1√
1− x2

,

(Arctan x)′ =
1

1 + x2
.

演習問題 2� �
次の値を求めよ．

cos

(
2Arctan

1

2

)
− sin

(
2Arctan

1

3

)
� �



第2回「微分積分1」演習問題の解答 2022年4月19日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

演習問題 2� �
次の値を求めよ．

cos

(
2Arctan

1

2

)
− sin

(
2Arctan

1

3

)
� �
解答 0

解説 θ1 = Arctan
1

2
および θ2 = Arctan

1

3
と

する．2倍角の公式より，与式は

cos 2θ1 − sin 2θ2

= 2 cos2 θ1 − 1− 2 sin θ2 cos θ2

= 2
1

1 + tan2 θ1
− 1− 2 tan θ2 cos

2 θ2

= 2
1

1 +
(
1
2

)2 − 1− 2
1

3

1

1 +
(
1
3

)2
=

8

5
− 1− 3

5
= 0

と計算できる．



第3回「微分積分1」 2022年4月26日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

双曲線関数

指数関数を用いて次のように定義される関数
のことを双曲線関数という．

coshx =
ex + e−x

2
(ハイパボリックコサイン)

sinhx =
ex − e−x

2
(ハイパボリックサイン)

tanhx =
sinhx

coshx
=

ex − e−x

ex + e−x

(ハイパボリックタンジェント)

双曲線関数は以下の等式を満たす．

cosh2 x− sinh2 x = 1,

tanh2 x = 1− 1

cosh2 x
,

cosh(x± y) = coshx cosh y ± sinhx sinh y,

sinh(x± y) = sinhx cosh y ± coshx sinh y,

cosh 2x = cosh2 x+ sinh2 x,

sinh 2x = 2 coshx sinhx.

x = a cosh t, y = b sinh t (a, b ̸= 0)とすると
き，等式

x2

a2
− y2

b2
= 1

が成り立つ．これは双曲線の方程式である．

虚数単位 i（i2 = −1）を用いると，

cosx =
eix + e−ix

2
= cosh(ix),

sinx =
eix − e−ix

2i
= −i sinh(ix)

という関係式が成り立つ．すなわち，変数に複
素数を含めると，三角関数と双曲線関数は同
じ関数の族に属すると言える．次の公式はオイ
ラーの公式と呼ばれる．

eix = cosx+ i sinx

特に x = πのとき，

eiπ + 1 = 0

が導かれるが，これをオイラーの等式という．

平均値定理

点 a ∈ Rの ϵ-近傍 Uϵ(a)は

Uϵ(a) = {x ∈ R | |x− a| < ϵ}

である．f がある開区間 I の点 aで極大とは，
ある（十分小さい）ϵ > 0が存在して

x ∈ Uϵ(a), x ̸= a ⇒ f(x) < f(a)

が成り立つときをいう．右の式の不等号を逆に
すれば極小が定義できる．f が点 aで極値をと
り，f ′(a)が存在するならば，f ′(a) = 0である．
しかし，f ′(a) = 0であっても f(a)が極値であ
るとは限らない．

次の定理はRolleの定理と呼ばれる．

定理 1 (Rolleの定理) fは区間 [a, b]上微分可
能で，f(a) = f(b)ならば，f ′(c) = 0を満たす
ある c ∈ (a, b)が存在する．

Rolleの定理より次の平均値定理が得られる．

定理 2 (平均値定理) f が区間 [a, b] 上微分可
能ならば，

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

を満たすある c ∈ (a, b)が存在する．

例題 1� �
f(x) = x2とし，a < bとするとき，平均
値定理の等式

f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

を満たす c ∈ (a, b)を求めよ．� �
演習問題 3� �
0 < a < bとするとき，平均値定理を利用
して，次の不等式が成り立つことを示せ．

beb − aea > (b− a)(1 + a)ea� �



第3回「微分積分1」演習問題の解答 2022年4月26日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

演習問題 3� �
0 < a < bとするとき，平均値定理を利用
して，次の不等式が成り立つことを示せ．

beb − aea > (b− a)(1 + a)ea� �
解答例 f(x) = xexとすると，f(x)は [a, b]上
微分可能であり，

f ′(x) = (1 + x)ex

なので，平均値定理より

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c) = (1 + c) ec

を満たす c ∈ (a, b)が存在する。右辺は c > 0

について単調増加なので

f(b)− f(a)

b− a
> (1 + a) ea

となる．整理すると

beb − aea > (b− a)(1 + a)ea

となり，問題の不等式が成立することが分かる．



第4回「微分積分1」 2022年5月10日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

Newton法

数列 {an}が上に有界であるとは，ある定数
M が存在して，任意の自然数 nに対して an ≤
M が成り立つことをいう．不等号の向きを逆
にすると下に有界が定義できる．単調増加で上
に有界（あるいは，単調減少で下に有界）な実
数列 {an}は収束する（実数の連続性）．

f(x) = 0 の解 x = c を数値計算で求める
方法を考える．ただし f(x)は [a, b]上 2回微
分可能で，f ′(x) > 0かつ f ′′(x) > 0であり，
f(a) < 0 < f(b)を満たすとする．中間値の定
理より，f(c) = 0を満たすある c ∈ (a, b)が存
在する．特に f は単調増加なので，そのような
cは唯一つである．cを求めるための以下の方
法をNewton法という．

1) x1 = bとする．
2) x1における f の接線と x軸との交点の x

座標を x2とする．このとき

0− f(x1) = f ′(x1)(x2 − x1)

より

x2 = x1 −
f(x1)

f ′(x1)

を得る．
3) 以後，同様に

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)

によって数列 {xn}を計算する．
4) {xn}は単調減少で下に有界なので，収束
する．その極限が求める cである．

例えば，f(x) = x2 − 2とし，x1 = 2として
Newton法の数列を計算すると

x1 = 2,

x2 = 1.5,

x3 ≈ 1.4167,

x4 ≈ 1.4142, . . .

となり，数列が
√
2 ≈ 1.4142に収束する様子

が確認できる．

Taylorの定理

f が n回微分可能で，n階導関数 f (n)が連続
であるとき，f は Cn級という．単に連続であ
るときはC0級であり，無限回微分可能である
ときは C∞級である．Cn+1級ならば Cn級で
ある．次の定理はTaylorの定理と呼ばれる．

定理 1 (Taylorの定理) fが区間 I上Cn級な
らば，任意の x, a ∈ I に対し，

f(x) =f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2

+ · · ·+ f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1 +Rn

が成り立つ．ただし

Rn =
f (n)(ξ)

n!
(x− a)n, ξ は xと aの間の数

は剰余項と呼ばれる．

例えば，f(x) = ex は C∞ 級なので，任意
の nに対してTaylorの定理の等式が成り立つ．
a = 0とすれば，

ex =1 + x+R2 (n = 2)

=1 + x+
x2

2
+R3 (n = 3)

=1 + x+
x2

2
+

x3

6
+R4 (n = 4)

が成り立つ．特に，任意の xに対して

Rn =
eξ

n!
xn → 0 (n → ∞)

であることから，

ex = 1 + x+
x2

2
+

x3

6
+ · · · =

∞∑
n=0

xn

n!

が成り立つが，これを（0を中心とする）exの
Taylor展開という（Maclaurin展開ともいう）．

演習問題 4� �
f(x) = 1 + x2 + x3とする．x = 1を中心
とする f のTaylor展開を求めよ．ヒント：
求める Taylor展開は x− 1の多項式

a0 + a1(x− 1) + a2(x− 1)2 + · · ·

の形で表される．� �



第4回「微分積分1」演習問題の解答 2022年5月10日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

演習問題 4� �
f(x) = 1 + x2 + x3とする．x = 1を中心
とする f のTaylor展開を求めよ．ヒント：
求める Taylor展開は x− 1の多項式

a0 + a1(x− 1) + a2(x− 1)2 + · · ·

の形で表される．� �
解答 3 + 5(x− 1) + 4(x− 1)2 + (x− 1)3

解説

f ′(x) = 2x+ 3x2, f ′′(x) = 2 + 6x,

f (3)(x) = 6, f (n)(x) = 0 (n ≥ 4)

なので，fはC∞級．x = 1を中心とするTaylor

展開は

f(x) =f(1) +
f ′(1)

1!
(x− 1) +

f ′′(1)

2!
(x− 1)2

+
f (3)(1)

3!
(x− 1)3

=3 + 5(x− 1) + 4(x− 1)2 + (x− 1)3

となる．



第5回「微分積分1」 2022年5月17日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

Taylor定理の応用

定理 1 (Taylorの定理) fが区間 I上Cn級な
らば，任意の x, a ∈ I に対し，

f(x) =f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2

+ · · ·+ f (n−1)(a)

(n− 1)!
(x− a)n−1 +Rn

が成り立つ．ただし

Rn =
f (n)(ξ)

n!
(x− a)n, ξ は xと aの間の数

は剰余項と呼ばれる．

Taylorの定理は極限計算に応用できる．

例題 1� �
Taylorの定理を利用して，次の極限値を求
めよ．

1) lim
x→0

sinx

x
2) lim

x→0

x− sinx

x3� �
例題 2� �
任意の実数 α > 0に対し，exは xαより早
く無限大に発散すること，すなわち

lim
x→∞

ex

xα
= ∞

が成り立つことを示せ．� �
Taylorの定理は，次のCauchyの平均値定

理を利用することで証明できる．

定理 2 (Cauchyの平均値定理) F と G は区
間 [a, b]上微分可能かつ G(a) ̸= G(b)であり，
F ′とG′は同じ点で 0にはならないとする．こ
のとき，

F (b)− F (a)

G(b)−G(a)
=

F ′(ξ)

G′(ξ)

を満たす ξ ∈ (a, b)が存在する．

Taylor展開

Taylorの定理において，f が C∞級であり，
Rn → 0（n → ∞）が成り立つなら，f は

f(x) =

∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(x− a)n

のように表すことができる．これを，点 aを中
心とする f のTaylor展開という．特に，原点
を中心とするTaylor展開のことをMaclaurin

展開という．主な初等関数のMaclaurin展開を
以下に挙げる．

ex = 1 + x+
1

2!
x2 + · · · =

∞∑
n=0

xn

n!

cosx = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − · · · =

∞∑
n=0

(−1)nx2n

(2n)!

sinx = x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 − · · · =

∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1)!

log(1 + x) = x− 1

2
x2 +

1

3
x3 − · · · =

∞∑
n=1

(−1)n−1xn

n

(−1 < x ≤ 1)

(1 + x)α = 1 + αx+
α(α− 1)

2!
x2 + · · ·

=
∞∑
n=0

α(α− 1) · · · [α− (n− 1)]

n!
xn (−1 < x < 1)

Maclaurin展開を利用すると，オイラーの公式

eix = cosx+ i sinx

が成り立つことを示すことができる．

演習問題 5� �
1) Taylorの定理を利用して，次の極限
値を求めよ．

lim
x→0

2 cosx− 2 + x2

x4

2) coshxと sinhxのMaclaurin展開を
求めよ．� �



第5回「微分積分1」演習問題の解答 2022年5月17日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

演習問題 5� �
1) Taylorの定理を利用して，次の極限
値を求めよ．

lim
x→0

2 cosx− 2 + x2

x4

2) coshxと sinhxのMaclaurin展開を
求めよ．� �

解答 1)
1

12

2) coshx = 1 +
1

2!
x2 +

1

4!
x4 + · · ·

3) sinhx = x+
1

3!
x3 +

1

5!
x5 + · · ·

解説 1) Taylorの定理より

cosx = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − sin ξ

5!
x5

ただし ξは 0と xの間の数．このとき

lim
x→0

2 cosx− 2 + x2

x4

= lim
x→0

(
2

4!
− 2 sin ξ

5!
x

)
=

1

12
.

2), 3) 省略



第6回「微分積分1」 2022年5月24日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

Taylorの定理の応用

f は 2回微分可能で，f ′′ > 0を満たすとす
る．このとき，Taylorの定理を利用すると，次
の不等式を示すことができる．

f

(
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

)
≤ 1

n

n∑
i=1

f(xi)

等号は x1 = x2 = · · · = xnのときのみ成り立
つ．特に f(x) = − log xとすることで，正の
xi, i = 1, 2, . . . , nに対し

(x1x2 · · ·xn)
1
n ≤ x1 + x2 + · · ·+ xn

n

が成り立つことがわかる．これは相加相乗平均
の一般化である．

近似値の計算にも Taylorの定理を応用でき
る．f(x) =

√
1 + xに対し，x = 0を中心とし

て Taylorの定理を用いると

√
1 + x = 1 +

1

2
x− 1

8
x2 +R3

を得る．
√
9.08 = 3

√
1 + 8/900に注意すると

√
9.08 = 3

[
1 +

1

2

8

900
− 1

8

(
8

900

)2

+R3

]

となり，これをもとに
√
9.08 ≈ 3.0133037を

得る．

例題 1� �
次の関数の x = 0を中心とする Taylor展
開（Maclaurin展開）を示せ．ただし xに
ついて 5次以上の項をR5と書いてよい．

1) x sinx

2) e1−cosx� �
例題 2� �
Arctan x の x = 0 を中心とする Taylor

展開（Maclaurin展開）を求めよ．ただし
|x| < 1とする．� �

不定形の極限

0

0
,

∞
∞

, 0 · ∞, ∞−∞

のような極限のことを，不定形の極限という．
次の定理は不定形の極限の計算に利用できる．

定理 1 (ロピタルの定理) f, gは [a, b]上微分可
能であり，f(a) = g(a) = 0とする．もし

lim
x→a+0

f ′(x)

g′(x)
= α

が存在するなら，

lim
x→a+0

f(x)

g(x)
= lim

x→a+0

f ′(x)

g′(x)
= α

が成り立つ．

ロピタルの定理は，x → b − 0や x → ±∞，
∞/∞などの場合も同様に成り立つ．

例題 3� �
ロピタルの定理を利用して，次の極限値を
求めよ．

1) lim
x→0

Arcsin x

x

2) lim
x→0

(
1

sinx
− 1

x

)
3) lim

x→0

x− sinx

x3

4) lim
x→∞

x
1
x� �

演習問題 6� �
Taylorの定理を利用して， 3

√
1.05の近似値

を小数点以下 3桁目まで求めよ．� �



第6回「微分積分1」演習問題の解答 2022年5月24日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

演習問題 6� �
Taylorの定理を利用して， 3

√
1.05の近似値

を小数点以下 3桁目まで求めよ．� �
解答 1.016

解説 f(x) = 3
√
1 + xにTaylorの定理（n = 3,

a = 0）を適用すると

3
√
1 + x = 1 +

1

3
x− 1

9
x2 +R3

を得る．よって

3
√
1 + x =

3

√
1 +

1

20

≈1 +
1

3

1

20
− 1

9

(
1

20

)2

=1 +
59

3600
≈ 1.016

を得る．



第7回「微分積分1」 2022年5月31日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

不定形の極限

0

0
,

∞
∞

, 0 · ∞, ∞−∞

のような極限のことを，不定形の極限という．
次の定理は不定形の極限の計算に利用できる．

定理 1 (ロピタルの定理) f, gは [a, b]上微分可
能であり，f(a) = g(a) = 0とする．もし

lim
x→a+0

f ′(x)

g′(x)
= α

が存在するなら，

lim
x→a+0

f(x)

g(x)
= lim

x→a+0

f ′(x)

g′(x)
= α

が成り立つ．

ロピタルの定理は，x → b − 0や x → ±∞，
∞/∞などの場合も同様に成り立つ．

例題 1� �
ロピタルの定理を利用して，次の極限値を
求めよ．

1) lim
x→0

Arcsin x

x

2) lim
x→0

(
1

sinx
− 1

x

)
3) lim

x→0

x− sinx

x3

4) lim
x→∞

x
1
x� �

Landauの記号

f(x)/g(x)がx → aの極限で有界であるとき，

f(x) = O(g(x)) (x → a)

と書く．例えば，次が成り立つ．

x2 + x4 + x5 =O(x) (x → 0)

=O(x2) (x → 0)

=x2 +O(x4) (x → 0)

=x2 + x4 +O(x5) (x → 0)

一方，f(x)/g(x)が x → aの極限で 0に収束
するとき，

f(x) = o(g(x)) (x → a)

と書く．例えば，次が成り立つ．

x2 + x4 + x5 =o(x) (x → 0)

=x2 + o(x3) (x → 0)

=x2 + x4 + o(x4) (x → 0)

このような O と o をランダウの記号という．
明らかに，f(x) = O(g(x)) (x → a)ならば，
f(x) = o(g(x)) (x → a)である．Taylorの定
理より

ex =1 +
x

1!
+

x2

2!
+O(x3) (x → 0)

=1 +
x

1!
+

x2

2!
+ o(x2) (x → 0)

が成り立つ．f がある開区間の点 aにおいて微
分可能であり，その微分係数がAであることは

f(x) = f(a) +A(x− a) + o(x− a) (x → a)

と同値である．

例題 2� �
等式

ex − 1

x
= a sinx+ b cosx+O(x2) (x → 0)

がみたされるように定数 aと bを決めよ．� �
演習問題 7� �
次の等式をみたす最大の整数mを求めよ．

1) cosx = 1− x2

2
+O(xm) (x → 0)

2)
1− cosx

x
=

sinx

2
+ o(xm) (x → 0)� �



第7回「微分積分1」演習問題の解答 2022年5月31日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

演習問題 7� �
次の等式をみたす最大の整数mを求めよ．

1) cosx = 1− x2

2
+O(xm) (x → 0)

2)
1− cosx

x
=

sinx

2
+ o(xm) (x → 0)� �

解答 1) 4 2) 2

解説 1) Taylor展開より

cosx =1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − · · ·

=1− x2

2
+O(x4) (x → 0)

である．よってm = 4．

2) Taylor 展開より

1− cosx

x
=
1

x

(
1

2!
x2 − 1

4!
x4 +

1

6!
x6 − · · ·

)
=
1

2
x− 1

24
x3 +

1

720
x5 − · · ·

である．一方，Taylor展開より

sinx

2
=
1

2

(
x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 − · · ·

)
=
1

2
x− 1

12
x3 +

1

240
x5 − · · ·

である．したがって

1− cosx

x
=
sinx

2
+

1

24
x3 − · · ·

=
sinx

2
+ o(x2) (x → 0)

である．よってm = 2．



第1回「微分積分2」 2022年6月14日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

近傍・領域

平面R2内の 2点 (x1, y1)と (x2, y2)の間の距
離は √

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2

で定義できる．点 (x0, y0) の ε-近傍とは，点
(x0, y0)からの距離が εより小さい点の集合で
あり，

Uε(x0, y0)

= {(x, y) ∈ R2 |
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 < ε}

のように表される．

S ⊆ R2 とする．S が開集合であるとは，S

の任意の点に対してある ε > 0が存在し，その
点の ε-近傍が S の真部分集合であるときをい
う．Sが閉集合であるとは，補集合Scが開集合
であるときをいう．Sが連結であるとは，Sが
共通点をもたない二つの空でない開集合に分割
できないときをいう．連結な開集合のことを領
域という．

多変数関数

2つの実数から1つの実数への対応のことを2

変数関数といい，f(x, y)のように表す．DをR2

の部分集合とし，f はD上で定義されるとき，
Dを定義域，f(D) = {z | z = f(x, y), (x, y) ∈
D}を値域という．このとき，f のグラフは

{(x, y, z) | z = f(x, y), (x, y) ∈ D}

であり，（適当な条件のもとで）3次元空間の曲
面として表される．

f(x, y) = x2 + y2のグラフ

多変数関数の極限と連続性

平面内の点 (x, y)を点 (a, b)に近づけるとき，
近づけ方によらずに f(x, y)が唯一つの極限値
αに近づくとき，

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = α

と書く．特に，

lim
(x,y)→(a,b)

f(x, y) = f(a, b)

が成り立つとき，f は点 (a, b)で連続であると
いう．例えば，f(x, y) = x2 + y2は原点 (0, 0)

で連続である．実際，

lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2) = 0 = f(0, 0)

が成り立つ．一方，

f(x, y) =


2xy

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0)

は原点で連続ではない．実際，(x, y)の原点へ
の近づけ方によって f(x, y)が異なる値に近づ
くため，極限値 lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y)が存在しない．

例えば，

lim
x→0

[
lim
y→0

f(x, y)
]
= 0

だが
lim
t→0

f(t, t) = 1

である．

演習問題 1� �
次の関数 f は原点で連続であるか答えよ．

1) f(x, y) =


sin(x2 + y2)

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

2) f(x, y) =


x2 + y2

exy
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)� �



第1回「微分積分2」演習問題の解答 2022年6月14日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

演習問題 1� �
次の関数 f は原点で連続であるか答えよ．

1) f(x, y) =


sin(x2 + y2)

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

2) f(x, y) =


x2 + y2

exy
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)� �
解答 1) 連続ではない 2) 連続

解説 1) x = r cos θ, y = r sin θとすると

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
r→0

sin r2

r2
= 1

である．しかし f(0, 0) = 0なので，連続では
ない．

2) x = r cos θ, y = r sin θとすると

lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = lim
r→0

r2

er2 cos θ sin θ

だが，

0 ≤ r2

er2 cos θ sin θ
≤ r2

e−r2
→ 0 (r → 0)

なので，
lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) = 0.

一方，f(0, 0) = 0なので，連続．



第2回「微分積分2」 2022年6月21日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

偏微分

多変数関数において，一つの変数以外は定数
と見なして，その一つの変数について微分する
ことを偏微分という．2変数関数 f(x, y)のxに
関する偏微分係数は

∂f

∂x
= lim

h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h

であり，fxと表すこともある．yに関する偏微
分係数は

∂f

∂y
= lim

h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h

であり，fyと表すこともある．fxや fyを関数
と見なすときは偏導関数という．

例題 1� �
次の 2変数関数 f(x, y)の偏導関数 fx, fyを
求めよ．

1) f(x, y) = x2 + 2xy + 3y2

2) f(x, y) = x2exy� �
xに関する偏微分は，曲面 z = f(x, y)を y =

一定の平面で切ったときの，切り口に現れる1変
数関数の微分に他ならない．yに関する偏微分に
ついても同様である．より一般に，(cos θ, sin θ)
方向の方向微分は

lim
h→0

f(x+ h cos θ, y + h sin θ)− f(x, y)

h

で定義される．fxと fyが存在して連続関数で
あるとき，これは次と一致する．

∂f

∂x
cos θ +

∂f

∂y
sin θ

例題 2� �
tan θ = y/xとするとき，

f(x, y) =
2xy

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

の (cos θ, sin θ)方向の方向微分を求めよ．� �

高階の偏微分

偏導関数をさらに偏微分することで，高階の
偏微分（偏導関数）が考えられる．f(x, y)の 2

階の偏導関数は，それぞれ次のように表される．

∂2f

∂x2
= fxx,

∂2f

∂y∂x
= fxy,

∂2f

∂x∂y
= fyx,

∂2f

∂y2
= fyy.

ある領域において fxy = fyxが成り立つとき，
fはその領域で偏微分の順序交換が可能という．

例題 3� �
例題 1の各関数は，R2 全体で偏微分の順
序交換が可能であることを示せ．� �
一方，次の関数は原点で偏微分の順序交換が
できない．

f(x, y) =

 xy
x2 − y2

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0 (x, y) = (0, 0).

偏微分の順序交換可能性については，次の定
理が成り立つ．

定理 1 (Schwartz) 領域Dにおいてfx, fy, fxy
が存在して fxy が連続ならば，fyxも存在して
fxy = fyx．

1変数関数の場合，ある点で微分可能であれ
ばその点で連続であった．2変数関数の場合，
ある点で偏微分可能であってもその点で連続と
は限らない．第 1回で紹介した「原点で連続で
はない関数 f」は，原点で偏微分可能である．

演習問題 2� �
次の関数 f(x, y)は原点で偏微分の順序交
換が可能であるか答えよ．

f(x, y) =

 xy
x2

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0 (x, y) = (0, 0).� �



第2回「微分積分2」演習問題の解答 2022年6月21日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

演習問題 2� �
次の関数 f(x, y)は原点で偏微分の順序交
換が可能であるか答えよ．

f(x, y) =

 xy
x2

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0 (x, y) = (0, 0).� �
解答 不可能

解説 今

fx(0, k) = lim
h→0

f(h, k)− f(0, k)

h
= 0,

fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 0,

fy(h, 0) = lim
k→0

f(h, k)− f(h, 0)

k
= h,

fy(0, 0) = lim
k→0

f(0, k)− f(0, 0)

k
= 0

である．よって

fxy(0, 0) = lim
k→0

fx(0, k)− fx(0, 0)

k
= 0,

fyx(0, 0) = lim
h→0

fy(h, 0)− fy(0, 0)

h
= 1

である．fxy(0, 0) ̸= fyx(0, 0)なので，原点で偏
微分の順序交換は不可能である．



第3回「微分積分2」 2022年6月28日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

全微分

1変数関数の場合，ある点で微分可能であれ
ばその点で連続である．2変数関数の場合，あ
る点で偏微分可能であってもその点で連続とは
限らない．例えば，次の関数は原点で連続では
ないが，偏微分可能である．さらに，原点で偏
微分の順序交換も可能（fxy = fyx）である．

f(x, y) =


x2y2

x4 + y4
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

2変数関数の場合，ある点で全微分可能であ
れば，その点で連続である．したがって，全微
分は 1変数関数の微分の自然な拡張と言える．
ランダウの記号を使うと，1変数関数 f(x)が
ある点 aで微分可能であることは，等式

f(x) = f(a) +A(x− a) + o(x− a) (x → a)

を満たす定数Aが存在することで定義できる．
これを拡張して，2変数関数 f(x, y)が点 (a, b)

で全微分可能であることは，等式

f(x, y) =f(a, b) +A(x− a) +B(y − b)

+ o(
√
(x− a)2 + (y − b)2) (x, y) → (a, b)

を満たす定数A,Bが存在することで定義する．

1変数関数 f(x)が点 aで微分可能ならば，定
義式の定数はA = f ′(a)である．同様に，2変
数関数 f(x, y)が点 (a, b)で全微分可能ならば，
定義式の定数は

A =
∂f

∂x
(a, b), B =

∂f

∂y
(a, b)

である．また，定義式において x = a+h cos θ,

y = b + h sin θとすれば，f の (cos θ, sin θ)方
向の方向微分が

∂f(a, b)

∂x
cos θ +

∂f(a, b)

∂y
sin θ

であることが確かめられる．

例題 1� �
次の関数は原点で全微分可能か答えよ．

1) 1 + 2x− 3y + x2 + y2

2)
√

|xy|� �
全微分可能性の判定には，次の定理を利用し
てもよい．

定理 1 ある領域D上で fxと fyが存在して連
続ならば，f はD上で全微分可能である．

1変数関数 f(x)が点 aで微分可能であると
き，aにおける接線の方程式は

y = f(a) + f ′(a)(x− a)

である．これの自然な拡張として，2 変数関
数 f(x, y)が点 (a, b)で全微分可能であるとき，
(a, b)における接平面の方程式は

z = f(a, b) + fx(a, b)(x− a) + fy(a, b)(y − b)

である．

例題 2� �
次の関数の点 P での接平面の方程式を求
めよ．

1) 1 + 2x− 3y + x2 + y2, P = (0, 0)

2) 2x+ 3y + xy, P = (1, 1)� �

-2
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1) の関数と接平面

演習問題 3� �
f(x, y) = Arcsin x + cosh y + tanh yは原
点で全微分可能であることを示し，原点で
の接平面の方程式を求めよ．� �
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演習問題 3� �
f(x, y) = Arcsin x + cosh y + tanh yは原
点で全微分可能であることを示し，原点で
の接平面の方程式を求めよ．� �
解答 接平面の方程式：z = 1 + x+ y

解説 偏微分すると

fx =
1√

1− x2
, fy = sinh y +

1

cosh2 y

である．これらは原点を含む領域（近傍）で連
続なので，f は原点で全微分可能である．接平
面の方程式は

z =f(0, 0) + fx(0, 0)(x− 0) + fy(0, 0)(y − 0)

=1 + x+ y.
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教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

連鎖律

z = f(x, y)は全微分可能であり，x = x(t)

および y = y(t)は tの関数として微分可能とす
る．このとき，z = z(t)も tの関数として微分
可能であり，次の等式が成り立つ（連鎖律）：

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt

例題 1� �
z = 2xy, x = cos t, y = sin tのとき，

dz

dt
を求めよ．� �
z = f(x, y)は全微分可能とする．x = a +

t cos θ, y = b + t sin θとして，zを tの関数と
して微分すれば

dz

dt
=

∂z

∂x
cos θ +

∂z

∂y
sin θ

を得る．これは (cos θ, sin θ)方向の方向微分で
ある．

z = f(x, y)が全微分可能であり，x = x(t, s)

および y = y(t, s)も全微分可能であれば，z =

z(t, s)は t, sについて偏微分可能であり，連鎖
律の式は次のようになる．

∂z

∂t
=

∂z

∂x

∂x

∂t
+

∂z

∂y

∂y

∂t

∂z

∂s
=

∂z

∂x

∂x

∂s
+

∂z

∂y

∂y

∂s

例えば，z = f(x, y)は全微分可能であり，x =

r cos θ，y = r sin θとする．このとき連鎖律より

∂z

∂r
= cos θ

∂z

∂x
+ sin θ

∂z

∂y

∂z

∂θ
= −r sin θ

∂z

∂x
+ r cos θ

∂z

∂y

であることから，

∂z

∂x
= cos θ

∂z

∂r
− sin θ

r

∂z

∂θ
∂z

∂y
= sin θ

∂z

∂r
+

cos θ

r

∂z

∂θ

を得る（偏微分の極座標変換）．

演算子

演算を表す記号を演算子という．例えば，

X =
∂

∂x
, Y =

∂

∂y

は微分演算子と呼ばれ，

Xf = fx, Y f = fy, X2f = fxx

などが成り立つ．偏微分の順序交換ができない
例から明らかなように，一般にXY = Y X が
成り立つとは限らない．

例題 2� �
次の 2つの演算子X,Y に対して，XY と
Y X を求めよ．

1) X =
∂

∂θ
, Y = sin θ

2) X =
∂

∂x
, Y = x� �

左記の例より，x = r cos θ, y = r sin θ の
とき，

∂

∂x
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
∂

∂y
= sin θ

∂

∂r
+

cos θ

r

∂

∂θ

と書ける．これを利用して，物質などの拡散を
考慮するときに用いられるラプラス演算子

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

を極座標変換すると，

∆ =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

が得られる．

演習問題 4� �
z =

Arctan x

y
, x = t2, y =

1

t
とするとき，

dz

dt
を tの式で表せ．� �
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演習問題 4� �
z =

Arctan x

y
, x = t2, y =

1

t
とするとき，

dz

dt
を tの式で表せ．� �

解答
2t2

1 + t4
+Arctan t2

解説 zの偏微分は

∂z

∂x
=

1

y

1

1 + x2
,

∂z

∂y
= − 1

y2
Arctan x

である．よって，連鎖律より

dz

dt
=
∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt

=
1

y

1

1 + x2
(t2)′ − 1

y2
Arctan x

(
1

t

)′

=t
1

1 + t4
2t− t2Arctan t2

(
− 1

t2

)
=

2t2

1 + t4
+Arctan t2

を得る．
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教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

Taylor展開

f(x, y)がCn級であるとは，n階までの偏導
関数がすべて存在して連続であることをいう．
f(x, y)が Cn級であるとき，

x = a+ ht, y = b+ kt

として，f = f(t)に（tの関数として）Taylor

の定理を利用すれば，

f(a+ h, b+ k) =f(a, b) +
Df(a, b)

1!
+

D2f(a, b)

2!

+ · · ·+ Dn−1f(a, b)

(n− 1)!
+Rn

を得る．ただしRnは剰余項であり，Dは演算子

D = h
∂

∂x
+ k

∂

∂y

である．特にRn → 0 (n → +∞)のとき，Tay-
lor展開の式が得られる．具体的に，原点を中
心とする Taylor展開の式は次のようになる．

f(x, y) = f(0, 0) +
1

1!
[xfx(0, 0) + yfy(0, 0)]

+
1

2!
[x2fxx(0, 0) + 2xyfxy(0, 0) + y2fyy(0, 0)]

+ · · ·

例題 1� �
f(x, y) = ex sin yの原点を中心とするTay-

lor展開を求めよ．ただし xと yについて
3次以上の項をR3と書いてよい．� �
2変数関数のTaylor展開を求める際，1変数

関数のTaylor展開を利用できることもある．例
えば，例題 1の Taylor展開は

f(x, y) = ex sin y

=

(
1 +

x

1!
+

x2

2!
+ · · ·

)(
y − y3

3!
+ · · ·

)
= y + xy +R3

のように計算できる．

陰関数定理

y = f(x)と表されるとき，yを xの陽関数と
いう．一方，F (x, y) = 0によって yを xの関
数として定めるとき，yを xの陰関数という．

例えば，F (x, y) = x2 + y2 − 1とするとき，
F (x, y) = 0によって xの陰関数 yを定めると，
(x, y)は単位円上の点である．−1 < x < 1な
らば y = ±

√
1− x2である（2価関数）．

次の定理は，陽関数 y = φ(x)の形を直接得
ることが難しい場合にも，極値等について調べ
ることを可能にする．

定理 1 (陰関数定理) F (x, y)はある領域D上
で C1級であり，点 (a, b) ∈ Dにおいて

F (a, b) = 0, Fy(a, b) ̸= 0

を満たすとする．このとき，x = aの近傍で，
以下を満たす y = φ(x)が唯一つ存在する．

1) φ(a) = b

2) F (x, φ(x)) = 0

3) φはC1級であり，φ′ = −Fx

Fy
．特に，φ′ =

0を満たす点において，φ′′ = −Fxx

Fy
が成

り立つ．

例題 2� �
F (x, y) = x2 + 2xy + 2y2 − 1 として，
F (x, y) = 0で定められる xの陰関数 yを
考える．極値を取る点をすべて求め，それ
が極大か極小かを判定せよ．� �
演習問題 5� �
F (x, y) = x2−y2+2yとして，F (x, y) = 0

で定められる xの陰関数 yを考える．極値
を取る点をすべて求め，それが極大か極小
かを判定せよ．� �
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演習問題 5� �
F (x, y) = x2−y2+2yとして，F (x, y) = 0

で定められる xの陰関数 yを考える．極値
を取る点をすべて求め，それが極大か極小
かを判定せよ．� �
解答 x = 0のとき，極大値 0，極小値 2．

解説 F の偏導関数は

Fx = 2x, Fy = −2y + 2

である．y = 1 のときに限り Fy = 0 だが，
F (x, 1) = x2 + 1 > 0 なので，F (x, y) = 0

を満たす yは 1ではない．よって Fy ̸= 0であ
り，陰関数定理により

dy

dx
= −Fx

Fy
=

x

y − 1

を得る．よって x = 0のとき
dy

dx
= 0である．

F (0, y) = −y2 + 2y = 0を解くと，y = 0, 2な
ので，極値をとる点は

(x, y) = (0, 0), (0, 2)

である．Fxx = 2であり，極値をとる点で

d2y

dx2
= −Fxx

Fy
=

1

y − 1

である．(x, y) = (0, 0)では

d2y

dx2
(0, 0) = −1 < 0

なので，y = 0は極大値．(x, y) = (0, 2)では

d2y

dx2
(0, 2) = 1 > 0

なので，y = 2は極小値．

図 1. x2 − y2 + 2y = 0



第6回「微分積分2」 2022年7月19日

教科書：南和彦著「微分積分講義」裳華房 担当：國谷

極値問題

2変数関数 f(x, y)を考える．点 (a, b)の近傍
のすべての点 (x, y) ̸= (a, b)に対し，

f(x, y) < f(a, b)

が成り立つとき，f は (a, b)で極大という．一
方，点 (a, b)の近傍のすべての点 (x, y) ̸= (a, b)

に対し，
f(x, y) > f(a, b)

が成り立つとき，f は (a, b)で極小という．f

が (a, b)で極大あるいは極小であるとき，f は
(a, b)で極値をとるという．不等号に等号を含
めるとき，広義の極大，広義の極小，広義の極
値が定義される．

以後，f はC2級とする．f が点 (a, b)で広義
の極値をとるならば，fx(a, b) = fy(a, b) = 0が
成り立つ．しかし，この逆は一般に成り立たな
い．例えば f(x, y) = x2−y2に対し，fx(0, 0) =
fy(0, 0) = 0であるが，f(0, 0)は x軸に沿った
方向では極小，y軸に沿った方向では極大とな
る．このような場合，f(0, 0)を鞍点という．

-1
-1/2

0
1/2

1

-1
-1/2
0

1/2
1

-1

-0.5

0

0.5

1

xy

図 1. f(x, y) = x2 − y2

f(x, y)がC2級であるとき，次の行列を，点
(a, b)における f のHesse行列という．

H(a, b) =

[
fxx(a, b) fxy(a, b)

fyx(a, b) fyy(a, b)

]

fx(a, b) = fy(a, b) = 0のとき，次が成り立つ．

detH(a, b) > 0 ⇒ f(a, b)は極値

さらに fxx(a, b) > 0（< 0）ならば，f(a, b)は
極小値（極大値）となる．

例題 1� �
f(x, y) = x2 + y2の極値をすべて求め，極
大か極小かを判定せよ．� �
実際，絶対値が十分小さい任意の h, kに対し

f(a+ h, b+ k) < f(a, b)

が成り立つならばfは (a, b)で極大であり，逆向
きの不等式が成り立つならば極小である．Tay-

lorの定理より

f(a+ h, b+ k) =f(a, b) +
1

1!
(hfx(a, b) + kfy(a, b))

+R2

が成り立つが，fx(a, b) = fy(a, b) = 0ならば

f(a+ h, b+ k) = f(a, b) +R2

が成り立つ．R2の符号が常に負ならばfは (a, b)

で極大であり，常に正ならば極小である．R2は

R2 =
1

2

(
h2fxx + 2hkfxy + k2fyy

)
と書ける．ただし各偏微分は (x, y) = (a+θh, b+

θk) (0 < θ < 1)での値である．このようなR2

の符号と detH(a, b), fxx(a, b)との関係を調べ
れば，前述の極値の判定法が得られる．

例題 2� �
f(x, y) = x2 + 2xy + 2y2 − 1

3
y3の極値を

すべて求め，極大か極小かを判定せよ．� �
例題 3� �
f(x, y) = xy +

a

x
+

a

y
(a > 0)の極値をす

べて求め，極大か極小かを判定せよ．� �
演習問題 6� �
f(x, y) = x2y + x2 + 2y2 の極値をすべて
求め，極大か極小かを判定せよ．� �
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演習問題 6� �
f(x, y) = x2y + x2 + 2y2 の極値をすべて
求め，極大か極小かを判定せよ．� �
解答 (x, y) = (0, 0)のとき，極小値 f(0, 0) =

0．

解説 偏導関数は

fx = 2xy + 2x, fy = x2 + 4y

である．よって，極値の候補となる点（fx =

fy = 0となる点）は

(x, y) = (0, 0), (2,−1), (−2,−1)

である．Hesse行列は

H(x, y) =

(
2y + 2 2x

2x 4

)

である．このとき

detH(0, 0) =

∣∣∣∣∣ 2 0

0 4

∣∣∣∣∣ = 8 > 0

であり，fxx(0, 0) = 2 > 0より，f(0, 0) = 0は
極小値．また

detH(±2,−1) =

∣∣∣∣∣ 0 ±4

±4 4

∣∣∣∣∣ = −16 < 0

より，f(±2,−1)は極値ではない．
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条件付き極値問題

ある条件のもとで，ある関数の極値について
考える問題のことを条件付き極値問題という．
例えば，条件 φ(x, y) = 0のもとで関数 f(x, y)

の極値を求める問題が考えられる．

例題 1� �
条件x+y−1 = 0のもとで，関数 f(x, y) =

x2 + y2の極値を求めよ．� �
条件付き極値問題において，極値を与える点

の候補を見つける際に，次の Lagrangeの未
定乗数法を利用できる．

定理 1 (Lagrangeの未定乗数法) 関数f(x, y)

とφ(x, y)はある領域上でC1級であり，φ(x, y) =
0である点では (φx, φy) ̸= (0, 0)とする．この
とき，条件φ(x, y) = 0のもとで関数 f(x, y)が
極値をとる点では，次の等式が成り立つ．

Lx = Ly = Lλ = 0.

ここで，関数 Lは

L(x, y, λ) = f(x, y)− λφ(x, y)

で定義され，Lagrange関数と呼ばれる．

例題 2� �
Lagrangeの未定乗数法を用いて，例題 1の
条件付き極値問題を解け．� �
証明の概要 極値を与える点では，条件φ(x, y) =

0が表す曲線と，f(x, y) =定数が表す等高線が
接する．そのような点では (φx, φy)と (fx, fy)

が平行であることから，ある定数 λが存在して

fx = λφx, fy = λφy

が成り立つ．これは Lx = Ly = 0を意味する．
また，条件 φ = 0より Lλ = 0が得られる．

変数や条件が増えた場合でも，Lagrangeの
未定乗数法は同様に有効である．変数が n個
（x1, x2, . . . , xn）で条件が m 個（φ1 = φ2 =

· · · = φm = 0）のときの Lagrange関数は

L = f(x1, x2, . . . , xn)−
m∑
i=1

λiφi(x1, x2, . . . , xn)

であり，極値をとる点では次の等式が成り立つ．

Lx1 = · · · = Lxn = Lλ1 = · · · = Lλm = 0

Lagrangeの未定乗数法の等式は，必要条件
であるが十分条件ではない．すなわち，f が極
値をとる点では等式が満たされるが，等式が満
たされる点で fが極値をとるかどうかは分から
ない。その点の周辺での f の振る舞いを調べる
必要がある．

例題 3� �
条件 x2 + 2y2 = 1のもとで，x2 + y2の極
値を求めよ．� �
例題 4� �
球面 x2 + y2 + z2 = 1 上の点における
f(x, y, z) = yz + zx + xy の最大値と最
小値を求めよ．� �
演習問題 7� �
条件 x2 + y2 = 2のもとで，2(x+ y)の極
値を求めよ．� �
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演習問題 7� �
条件 x2 + y2 = 2のもとで，2(x+ y)の極
値を求めよ．� �
解答 (x, y) = (1, 1)のとき，極大値4．(x, y) =
(−1,−1)のとき，極小値−4．

解説 f(x, y) = 2(x+y), φ(x, y) = x2+y2−2

とし，

L = f − λφ = 2x+ 2y − λ(x2 + y2 − 2)

とする．このとき

∂L

∂x
= 2− 2λx,

∂L

∂y
= 2− 2λy,

∂L

∂λ
= 2− x2 − y2

となる．極値をとる候補となる点は，Lx = Ly =

Lλ = 0を満たすので，

(x, y) = (1, 1), (−1,−1)

である．

φ = 0より，

y = ±
√

2− x2

である．(x, y) = (1, 1)の近傍では，y =
√
2− x2

であり，
f = 2

(√
2− x2 + x

)
である．これを xの関数として微分すれば

f ′ = 2

(
−x√
2− x2

+ 1

)
,

f ′′ = 2

(
−1√
2− x2

− x2

(2− x2)
3
2

)

であり，x = 1では f ′(1) = 0, f ′′(1) = −2 < 0

なので，f は極大値をとる．

(x, y) = (−1,−1)の近傍では，y = −
√
2− x2

であり，

f = 2
(
−
√
2− x2 + x

)
である．これを xの関数として微分すれば

f ′ = 2

(
x√

2− x2
+ 1

)
,

f ′′ = 2

(
1√

2− x2
+

x2

(2− x2)
3
2

)

であり，x = −1では f ′(−1) = 0, f ′′(−1) =

2 > 0なので，f は極小値をとる．


