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Muller–Schuppの定理

今回の目標となる主定理は以下:

定理 (Muller–Schupp (1983), Dunwoody (1985))

有限生成群 Gに対し，次の 2条件は同値である．

1. Gの語の問題 (word problem) WP(G)は文脈自由言語 (context-free

language)である．

2. Gは実質的自由群 (virtually free group)である．

本講演の目的はこの定理の証明の概略を説明することである．

以下，「語の問題」「文脈自由言語」「実質的自由群」の説明をする．
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群の語の問題 (1/2)

定義 (語の問題)

Gを有限生成群，Σを有限アルファベット，π : Σ∗ ↠ Gを全射モノイド準同
型とするとき，Gの語の問題 (word problem)を

WPπ(G) := π−1(1G) = {w ∈ Σ∗ | π(w) = 1G }
と定義する．WPπ(G) ⊆ Σ∗ ゆえWPπ(G)は Σ上の言語 (language)である．

例

• G = Z/nZ (n ≥ 1)，Σ = {a}, π(a) := 1̄のとき，

WPπ(G) = { ak ∈ Σ∗ | k ≡ 0 (mod n) }.
• G = Z,Σ = {a, ā}, π(a) := 1, π(ā) := −1のとき，

WPπ(G) = {w ∈ Σ∗ | |w|a = |w|ā }.
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群の語の問題 (2/2)

例 (続き)

• G = Z2,Σ = {a, ā, b, b̄}, π(a) := (1, 0), π(ā) := (−1, 0), π(b) :=

(0, 1), π(b̄) := (0,−1)のとき，

WPπ(G) = {w ∈ Σ∗ | |w|a = |w|ā ∧ |w|b = |w|b̄ }.

注意

語の問題WPπ(G)は π に依存して定義されているが，言語クラス C が「モノ
イド準同型による逆像をとる操作」で閉じていれば「WPπ(G) ∈ C かどうか」
は π のとり方によらずに決まる．よって，しばしばWPπ(G)を単にWP(G)

と書くことがある．
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余談: 語の問題に関するいくつかの結果

定理 (Novikov (1955), Boone (1958))

有限表示群 Gであって語の問題WP(G)が決定不能 (undecidable)であるよう
なものが存在する．

定理 (Higman (1961))

有限生成群 Gに対し，以下の条件は同値である．

1. Gの語の問題WP(G)は c.e.集合 (r.e.集合)である．

2. Gはある有限表示群の部分群である．

定理 (An̄ıs̄ımov (1972))

有限生成群 Gに対し，以下の条件は同値である．

1. Gの語の問題WP(G)は正則言語 (=正規言語，regular language)である．

2. Gは有限群である．
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自由群 (1/2)

定義 (自由群)

集合 X を基底とする自由群 (free group) F(X)とは，自由モノイド
(X ⊔X−1)∗ を xx−1 ∼ x−1x ∼ ε (x ∈ X)によって生成される最小の同値関係
∼で割った商集合 (X ⊔X−1)∗/∼のことをいう．
|X| = n ∈ Nのとき F(X)を Fn とも書く．

例

• X = ∅のとき，F0 = F(∅) = {ε} = {1F0}．
• X = {x}のとき，F1 = F(x) = {xn | n ∈ Z } ∼= Z．
• X = {x, y}のとき，

F2 = F(x, y) =

{
1, x, x−1, y, y−1, x2, xy, xy−1, x−1y, x−1y−1,

yx, yx−1, y2, y−1x, y−1x−1, y−2, x3, . . .

}
.
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自由群 (2/2)

注意

1. X を基底とする自由群 F(X)は，X 上の項の全体を「群の等式理論で等し
さが証明できるとき同値である」という同値関係で割って得られる自由代
数である．

2. 自由群 F(X)は次の普遍性をみたす (同型を除いて)唯一の群としても特徴
付けられる．

X G : 群

F(X)

i : 包含写像

f : 写像

f̄ : 群準同型
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実質的自由群

定義 (実質的自由群)

群 Gが実質的自由群 (virtually free group)であるとは，以下をみたす部分群
H ≤ Gが存在することをいう．

1. H は Gの有限指数部分群 (finite index subgroup)，すなわち |G/H| < ∞．
2. H は自由群 (に同型)である．

例

• すべての自由群は実質的自由群である．
• SL2(Z) = { ( a b

c d ) | a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1 }は指数 12の自由部分群⟨(
1 2

0 1

)
,

(
1 0

2 1

)⟩
∼= F2

をもつ実質的自由群である (Sanov, 1947)．
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文脈自由文法

定義 (文脈自由文法)

文脈自由文法 (context-free grammar, CFG)は次のデータからなる 4つ組
C = (V,Σ, P, S)である．

1. 変数 (variable)の有限集合 V，

2. 有限アルファベット Σ，

3. 生成規則 (production rule)の有限集合 P ⊆ V × (V ⊔ Σ)∗，

4. 開始記号 (start symbol) S ∈ V．

S に P の規則を有限回施して得られる文字列 w ∈ Σ∗ 全体の集合を L(C)で表
し，CFG C の生成する言語という．
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文脈自由文法の例

例

C = (V,Σ, P, S)を

V = {S},Σ = {a, ā, b, b̄},
P = {S → ε | SS | aSā | āSa | bSb̄ | b̄Sb}

と定義し，π : Σ∗ ↠ F(x, y)を π(a) := x, π(ā) := x−1, π(b) := y, π(b̄) := y−1

で定義すると L(C) = WPπ(F(x, y))となる．

S

S

a S

b̄ S

ε

b

ā

S

a S

ε

ā

Figure 1: ab̄bāaā ∈ WPπ(F(x, y))の導出木の例
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プッシュダウンオートマトン

プッシュダウンオートマトン (pushdown automaton)とは，有限オートマトンに
記憶領域としてスタック (stack)を付加した計算モデルである．

q0 q1 q2 q3
ε, push($)

a, push(z)

b, pop(z)

b, pop(z)

b, pop($)

Figure 2: 言語 { anbn | n ≥ 0 }を認識する PDAの状態遷移図 (雑)

定理

言語 L ⊆ Σ∗ に対し，以下は同値である．

1. Lはある CFGによって生成される．

2. Lはある PDAによって認識される．

上の条件のいずれか (よって両方)をみたす Lを文脈自由言語という． 14/21
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Gが実質的自由群 =⇒ WP(G)は文脈自由言語

証明のアイデア

Gの有限指数自由部分群 F = F(X)について，(右)剰余類の全体 F\G (有限
集合！)を状態集合とする PDAを作り，F の元をスタックに記録すればよい．

証明の概略.

Gが実質的自由群であることより，有限指数部分群 F で F ∼= F(X)となるよ
うな集合 X がとれる．Gが有限生成であることより X も有限集合である．
F\Gの完全代表系 R ∋ 1G をとり，Σ := X ⊔X−1 ⊔ (R− {1G})とおく．
PDAの状態集合を Q := Rとする．PDAが状態 r ∈ Rで文字 a ∈ Σを読み込
むとき，完全代表系の定理より ra = wr′ (w ∈ F(X), r′ ∈ R)となるような組
(w, r′)がただ一つ存在する．このとき状態を r′ に変化させ，スタックに wを
プッシュする (ただし，逆元が打ち消し合う部分は削除する)．入力文字列を読
み終えた段階で状態が 1G ∈ Rでスタックが空であるとき，またそのときに限
り受理する．
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例

例

G = Z× Z/2Zは指数 2の自由部分群 F = Z× {0̄} ∼= F(x)をもつので実質的
自由群である．F\Gの完全代表系として R = {(0, 0̄), (0, 1̄)}がとれる．この
とき Σ = {x, x−1, r}であり，π : Σ∗ ↠ Gは
π(x) = (1, 0̄), π(x−1) = (−1, 0̄), π(r) = (0, 1̄)で定まる．

0̄ 1̄

x, push(x) or pop(x−1)
x−1, push(x−1) or pop(x)

x, push(x) or pop(x−1)
x−1, push(x−1) or pop(x)

r

r

Figure 3: WP(Z× Z/2Z)を認識する PDAの例
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逆方向の証明の概略 (1/2)

WP(G)が文脈自由言語であるときに Gが実質的自由群であることは，以下の
ような順で証明される．

1. WP(G)はある CFGで生成される (仮定)．

2. Gの Cayleyグラフ Cay(G)は有限の木幅 (treewidth)を持つ．

3. Gはある木 T に作用し，各点 P ∈ T の固定群 StabG(P )は有限かつ商グラ
フ G\T も有限集合である．

4. Gはすべての頂点群が有限群であるような有限の graph of groupsの基本群
である．

5. Gは実質的自由群である．
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逆方向の証明の概略 (2/2)

• 有限生成群 Gとその有限な生成系 S に対して，Gの Cayleyグラフ
Cay(G,S)は頂点集合を Gとし，各 (g, s) ∈ G× S に対して gから gsへ辺
を引いてできるグラフである．

• 木幅はグラフの「木っぽさ」を表す数．
• カットとはグラフの辺の集合であって，それらを取り除くとグラフが非連結
になるようなもの．optimally nested cutsの全体は structure treeをなし，G

は structure treeに固定群が有限かつ商集合も有限となるように作用する．

• Bass–Serre理論は群 Gが木 T に作用しているとき，商グラフ G\T と各
点・各辺の固定群 StabG(P ), StabG(y)から Gと T の組を復元する理論．
このようにグラフの各点・辺に群が載ったデータを graph of groupsとい
い，復元される群 Gを graph of groupsの基本群という．
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