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はじめに

概要
部分保存的な文は，独立な文の一種として，第 1不完全性定理の文脈で分
析されてきた．
Solovayは，φと ¬φが T 上それぞれ Πn-保存的，Σn-保存的となる Σn 文
φの存在を示している．
今回，Solovay による二重に部分保存的な文に関する結果を，より一般的
な枠組みのもとで分析した．

H. Kogure and T. Kurahashi, Doubly partially conservative sentences,
arXiv:2503.12373.
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部分保存的な文
以降，理論 T,U を PA の無矛盾な c.e.拡大とし，Γ,Λ,Θ を文のクラスとする．

定義
文 φ が T 上 Γ-保存的 :

def⇐⇒ ∀γ ∈ Γ (T + φ ⊢ γ =⇒ T ⊢ γ)．
Cons(Γ, T ) := {φ | φ は T 上 Γ-保存的 }．

Remark

1 T ⊢ φ =⇒ φ ∈ Cons(Γ, T )（自明に保存性を満たす）．
2 φ ∈ Cons(Γ, T ) =⇒ T ⊬ ¬φ．
3 φ ∈ Cons(Γ, T )かつ T ⊬ φ =⇒ T ⊬ φ かつ T ⊬ ¬φ．

非自明に Γ-保存的な文は，強い性質を持つ独立な文．

定理 (Guaspari, 1979)

Γ ∈ {Σn,Πn | n ≥ 1}に対し，
∃φ ∈ Γd s.t. φ ∈ Cons(Γ, T ) & T ⊬ φ.

ここで Σd
n = Πn，Πd

n = Σn とする．
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二重に保存的な文

φと ¬ φの両方の保存性を保証する二重に保存的な文も T 上非自明に Γ-
保存的な文の強化となる．
以降，n > 0 とする．

定義
文 φが T 上 (Γ,Λ)-保存的 :

def⇐⇒ φ ∈ Cons(Γ, T ) かつ ¬φ ∈ Cons(Λ, T )．
DCons(Γ,Λ;T ) := {φ | φは T 上 (Γ,Λ)-保存的．}

T が Σ1-健全のとき，ConT は T 上 Σ1-保存的な Π1 文で，¬ConT は T 上
Π1-保存的な Σ1 文．
Solovayは上の例のより一般的な結果を示している．

定理 (Solovay)

Σn ∩DCons(Πn,Σn;T ) ̸= ∅．

Solovayの結果は Guaspari の定理の強化となっている．
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二重に部分保存的な文のバリエーション

(Πn,Σn)-保存的な Σn 文に限らず，より一般のクラス (Γ,Λ)に対して，T
上で保存的な Θ文の分析もなされている．
B(Σn)を，Σn 論理式のブール結合全体からなるクラス，
∆n(U)を U 上で Σn 論理式，Πn 論理式と同値になる論理式全体のクラス
とする．

定理 (Hájek, 1979)

∆n+1(PA) ∩DCons(B(Σn),Πn;T ) ̸= ∅．

さらに，組み合わせによっては保存的な文が存在しない場合もある．

事実 (Lindström)

T が Σn-健全ならば，∆n+1(PA) ∩DCons(Σn,Σn;T ) = ∅．
B(Σn) ∩DCons(Σn,Σn;T ) = B(Σn) ∩DCons(Πn,Πn;T ) = ∅．
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二重に遺伝的に保存的な文

二重に遺伝的な保存性は，二重の保存性の強化．

定義
文 φが T 上遺伝的に (Γ,Λ)-保存的
:

def⇐⇒ φ ∈
∩
{DCons(Γ,Λ;U) | T ⊢ U ⊢ PA}．

HDCons(Γ,Λ;T ) := {φ | φは T 上遺伝的に (Γ,Λ)-保存的 }．

定理 (Solovay)(再掲)

Σn ∩DCons(Πn,Σn;T ) ̸= ∅．

Smoryński (1981) において，Σn ∩HDCons(Πn,Σn;U) はまったく分析さ
れていないことが言及されている．
一般の理論に対して，Solovayの結果を遺伝的な保存性に強化することはで
きない．

事実 (Lindström)

ある理論 U が存在して，Σn ∩HDCons(Πn,Σn;U) = ∅．
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今回の研究

二重に保存的な文，二重に遺伝的に保存的な文の様々なバリエーションについ
て分析を行った．

Γ,Λ として Σn,Πn,∆n,Σn↓Πn,Σn ∧Πn,B(Σn)を動かし，
Θ として，Σn,Πn,Σn ∧Πn,B(Σn),∆n+1(PA) を動かした場合の

T 上 (Γ,Λ)-保存的な Θ 文が存在する理論 T の必要十分条件，
T 上 遺伝的に (Γ,Λ)-保存的な Θ 文が存在する理論 T の必要十分条件

について分析を行った．
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得られた結果 (二重に保存的な文の分析 1)

(Γ,Λ)-保存的な Θ 文が存在する必要十分条件について分析を行った．

主定理 (K. and Kurahashi)

T 上 (Γ,Λ)-保存的な Θ文が存在する理論 T の必要十分条件を得た．

任意の理論 T に対して存在が示せる場合もある．

定理 (K. and Kurahashi)

(Σn ∧Πn) ∩DCons(Σn↓Πn,Σn ∧Πn;T ) ̸= ∅．
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得られた結果 (二重に保存的な文の分析 2)

∆n+1(PA) ∩DCons(Σn,Σn;T ) ̸= ∅となる理論 T の必要十分条件が，
ゲーデルの ω-無矛盾性に関連する条件と対応することが分かった．

定義
T が U 上 Γ-矛盾 :

def⇐⇒ ∃φ(x) ∈ Γ, U ⊢ ∃xφ(x) & ∀k ∈ ω, T ⊢ ¬φ(k).

定理 (K. and Kurahashi)

T ⊢ U のとき，次は同値：
T は U 上 Σn+1-矛盾する．
∆n+1(U) ∩DCons(Σn,Σn;T ) ̸= ∅．
∆n+1(U) ∩DCons(B(Σn),B(Σn);T ) ̸= ∅．
U +RFNΠn(T ) は Σ2-健全でない．

RFNΠn(T ) :≡ ∀x(PrT (⌜TrueΠn(ẋ)⌝) → TrueΠn(x)) とする．
最後の項目は Smoryński による Σn+1-矛盾の反映原理に基づく特徴づけの
改良版．
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得られた結果 (二重に遺伝的に保存的な文の分析)

主定理 (K. and Kurahashi)

T 上 遺伝的に (Γ,Λ)-保存的な Θ 文が存在する理論 T の必要十分条件を得た．

例えば，具体的な (Γ,Λ) に対して次の同値性を得た．

定理 (K. and Kurahashi)

次は同値：
T が PA 上 Σn↓Πn-保存的．
Σn ∩HDCons(Πn,Σn;T ) ̸= ∅．
HDCons(∆n,∆n;T ) ̸= ∅．

二重に保存的な文の存在条件を体系的に整備した．
その存在条件と様々な概念との関連性を明らかにした．
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