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概要

解釈可能性の様相論理 IL は, 公理 P : A▷B → □(A▷B)
(persistency principle) を加えることで, 算術的に完全となる
（Visser, 1990）.

P は不動点定理とも相性が良いことが分かっている
（de Jongh and Visser, 1991）．

IL の各公理の性質を詳しく分析するために, K. and O. (2021) で
IL の部分論理 IL− を導入した．

今回は IL− 上で P が論理的に良い振る舞いをすることを次の 4つ
の観点から確認する研究を行った.

1 不動点定理
2 意味論的完全性
3 カット除去
4 算術的完全性
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IL

解釈可能性論理 IL は証明可能性論理 GL の拡大で,
二項様相演算子 ▷ を持つ (GL := K+□(□A → A) → □A).

1 論理式 □A は「A は理論 T で証明可能」を意図.

2 論理式 A▷B は「T +B は T +A において解釈可能」を意図.

解釈可能性論理 IL

IL は GL に次の公理を加えることで得られる:

J1: □(A → B) → A▷B;

J2: (A▷B) ∧ (B ▷ C) → A▷ C;

J3: (A▷ C) ∧ (B ▷ C) → (A ∨B)▷ C;

J4: A▷B → (♢A → ♢B);

J5: ♢A▷A.
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公理 P

IL に次の公理を加えると算術的に完全となる.

P: A▷B → □(A▷B).

定理 (Visser, 1990)

IL+P は有限公理化可能な適切な理論に対して算術的に健全かつ完全.
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FPP と ℓFPP

定義（modalized と left-modalized）
A を様相論理式とする.

1 var(A): A に現れる命題変数全体の集合.

2 p が A で modalized
:⇔ A に現れるすべての p が □ または ▷ に縛られている.

3 p が A で left-modalized
:⇔ p が A で modalized かつ,
B ▷ C が A の部分論理式ならば p /∈ var(C).

定義 (FPP と ℓFPP)

様相論理 L が FPP (fixed point property) を持つ
:⇔ 任意の p が modalized な A(p) について, ある F が存在して,
var(F ) ⊆ var(A(p)) \ {p} かつ L ⊢ F ↔ A(F ).

様相論理 L が ℓFPP を持つ
:⇔ 任意の p が left-modalized な A(p) について, ある F が存在して,
var(F ) ⊆ var(A(p)) \ {p} かつ L ⊢ F ↔ A(F ).
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不動点定理成立状況 ver1

定理 (de Jongh and Visser, 1991)

IL は FPP を持つ.

IL よりも弱い論理に対する FPP の成立状況も分かっている.

K. and O. (2021) は IL よりも弱い部分論理 IL− を導入した.
以降 IL− に公理 Σ1, ...,Σn を加えた論理を IL−(Σ1, ...,Σn) と書く.
IL = IL−(J1,J2,J5) である．

定理 (I., K., and O.)

1 IL−(J2+,J5) は FPP を持つ.

2 IL−(J4,J5) は ℓFPP を持つ.

ここで, J2+ : (A▷ (B ∨ C)) ∧ (B ▷ C) → A▷ C であり,

IL−(J4,J5) ⊂ IL−(J2+,J5) ⊂ IL.

一方で, IL の部分論理ではない論理に対しても, FPP は成立する.
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不動点定理成立状況 ver2

定理 (de Jongh and Visser, 1991)

IL−(J4+,P) は FPP を持つ.
ここで, J4+ : □(A → B) → ((C ▷A) → C ▷B).

定理 (I., K., and O.)

IL−(J4+) は FPP を持たない

よって, de Jongh and Visser の証明において, 公理 P の使用は本質的.
では, IL−(P) はどうか?
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研究モチベーション

De Jongh and Visser の結果から公理 P は
IL の部分論理に対して FPP に良い影響を与えることが窺えた.

問
IL− 上で P はどのように振る舞うか?

まず, P は ℓFPP について非常によく振る舞うことが分かった.

定理
IL−(P) は ℓFPP を持つ.

IL− は ℓFPP を持たない．

論理 IL−(P) を, 更に次の 3つの観点から調べた.

1 意味論
2 証明論
3 算術
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得られた結果 (意味論)

IL−(P) はある意味論の基盤になることも分かった．
この意味で，IL−(P) は意味論的に非常に自然な論理である.

定義 (Simplified Veltman frame)

F = (W,R, S) が次を満たすとき, simplified IL−(P)-frame とよぶ.

1 (W,R) は GL の Kripke frame.

2 S ⊆ W ×W .

F 上の satisfaction relation ⊩ は次を満たすものを考える：

w ⊩ A▷B :⇐⇒ (∀x ∈ W )(wRx & x ⊩ A ⇒ (∃y ∈ W )(xSy & y ⊩ B)).

今回導入した意味論は GL の Kripke frame の自然な拡張である
が，必ず公理 P が妥当となる．
更に次の完全性定理が成立する．

定理
IL−(P) ⊢ A
⇐⇒ すべての有限 simplified IL−(P)-frame F について, F |= A.
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得られた結果 (証明論)

IL− と IL−(P) それぞれに対応するシーケント計算
IL−

seq と IL−(P)seq を導入した.

ここでは □A は (¬A)▷⊥ の略記とする．
IL−

seq は LK に次の規則を加えることで得られる.

□Γ,Γ,□A ⇒ A

□Γ ⇒ □A
(□)

A ⇒ {Xi | i < n} ⟨Yi ⇒ B⟩i<n

{Xi ▷ Yi | i < n} ⇒ A▷B
(▷)

IL−(P)seq は LK に次の規則を加えることで得られる.

Ω, {Xi ▷ Yi | i < n}, A▷B,A ⇒ {Xi | i < n} ⟨Yi ⇒ B⟩i<n

Ω, {Xi ▷ Yi | i < n} ⇒ A▷B
(▷P )

ここで Ω は C ▷D という形の論理式の有限集合．

定理
IL−

seq はカット除去可能でないが, IL−(P)seq はカット除去可能.

この定理から, IL−(P)seq が Craig 補間性を持つことも示せた.
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得られた結果 (算術)

T : 算術 PA を含む無矛盾な r.e. 理論.
τ(x) が T の numeration :⇔ ∀φ

(
φ ∈ T ⇐⇒ PA ⊢ τ(⌈φ⌉)

)
.

T の numeration τ から自然に作られる
T の証明可能性述語を Prτ (x) と書く.
算術の文 φ について, Conτ+φ :≡ ¬Prτ (⌈¬φ⌉) とする.

定義
τ0, τ1 を理論 T の numerations とする.
次を満たす, 様相論理式から算術の文への写像 f を算術的解釈という.

1 f(⊥) ≡ (0 = 1);

2 f(A → B) ≡ f(A) → f(B);

3 f(□A) ≡ Prτ0(⌈f(A)⌉);
4 f(A▷B) ≡ Prτ0(⌈f(A) → Conτ1+f(B)⌉).

定理
A を様相論理式とする. τ0, τ1 を理論 T の適切な numerations とする.
IL−(P) ⊢ A ⇐⇒ 任意の算術的解釈 f について, T ⊢ f(A).
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