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Γ-保存性

以降 T ,Ti ,U を PA を含む無矛盾な r.e. 理論とし，
Γ ∈ {Σn,Πn : n ≥ 1}，

Γd :=

{
Πn (Γ = Σn)

Σn (Γ = Πn)
とする．

定義

文 φ が T 上 Γ-保存的である．
:⇔ 任意の Γ 文 ψ について T + φ ⊢ ψ ならば T ⊢ ψ．

Γ-保存的な文は不完全性定理の文脈において古くから扱われ
ている．

例えば，¬ConT は T 上 Π1-保存的であることが，Kreisel
(1962) によって示されている（第二不完全性定理の拡張）．
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Guaspari の定理と問

定義

Cons(Γ,T ) := {φ : φ は Γd 文で T 上 Γ-保存的 }.
Th(T ) := {φ : φ は文で T ⊢ φ}.

φ ∈ Γd が φ ∈ Th(T ) なら自明に φ ∈ Cons(Γ,T )．

定理 (Guaspari: 1979)

非自明な φ ∈ Cons(Γ,T ) がある．
つまり Cons(Γ,T ) \ Th(T ) ≠ ∅．

また Guaspari は「複数の理論で同時に非自明に Γ-保存的な Γd

文は存在するか?」という問を残している．

問題 (Guapari: 1979)

任意の理論の r.e. 列 {Ti}i∈ω に対して，∩
i∈ω (Cons(Γ,Ti ) \ Th(Ti )) ̸= ∅?
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Bennet の分析 1

Bennet は特に 2つの理論に対する Guaspari の問題について分析
を行い，次の結果を得た．

定理 1 (Bennet: 1986)

理論 T0, T1 について，以下は同値．

(i)
∩

i≤1 (Cons(Γ,Ti ) \ Th(Ti )) ̸= ∅
(ii) Cons(Γ,T0) \ Th(T1) ̸= ∅ かつ Cons(Γ,T1) \ Th(T0) ̸= ∅ ．

つまり，(i) の条件は，

Cons(Γ,T ) \ Th(U) ̸= ∅

という条件を考えることに帰着される．
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Bennet の分析 2

ThΓ(T ) := Th(T ) ∩ Γ とする．
条件「Cons(Γ,T ) \ Th(U) ̸= ∅」は次のような十分条件を持つ．

定理 2 (Bennet: 1986)

ThΓd (T ) ⊈ Th(U) または ThΓ(T ) + U は無矛盾．
⇒ Cons(Γ,T ) \ Th(U) ̸= ∅．

Γ が Σn なら，これらは同値．

定理 3 (Bennet: 1986)

ThΠn(T ) ⊈ Th(U) または ThΣn(T ) + U は無矛盾．
⇔ Cons(Σn,T ) \ Th(U) ̸= ∅．

ThΠn(T ) ⊆ Th(U) かつ ThΣn(T ) +U が矛盾となる T , U は比較
的容易に構成できる．これは，Γ = Σn かつ有限個の理論におけ
る Guaspari の問に対して，否定的な解答を与えている．
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得られた結果 1 と問

Bennet の 2つの理論に対する分析を，任意有限個の理論に対する
ものに拡張した．次は Bennet の定理 1 の一般化．
定理

任意の自然数 k ≥ 1 と T0, . . . ,Tk について，以下は同値．

(i)
∩

i≤k (Cons(Γ,Ti ) \ Th(Ti )) ̸= ∅．

(ii) 任意の i ≤ k について，
(∩

j ̸=i
j≤k

Cons(Γ,Tj)

)
\ Th(Ti ) ≠ ∅．

この結果を理論の r.e. 列に対して拡張できるかは分かっていない．
問題

理論の r.e. 列 {Ti}i∈ω について，以下は同値か?

1
∩

i∈ω (Cons(Γ,Ti ) \ Th(Ti )) ̸= ∅．

2 任意の i ∈ ω について，
(∩

j ̸=i
j∈ω

Cons(Γ,Tj)

)
\ Th(Ti ) ̸= ∅．
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得られた結果 2

Bennet の定理 2 における仮定の自然な拡張は，∩
i≤k

ThΓd (Ti ) ⊈ Th(U) または
∪
i≤k

ThΓ(Ti ) + U は無矛盾

であるが，より一般的な十分条件をみつけた．

定理

任意の理論 U と r.e. 列 {Ti}i∈ω について，以下が成立する．∩
i∈ω\X

ThΓd (Ti ) ⊈ Th(
∪
i∈X

ThΓ(Ti ) + U)

となる r.e. 集合 X ⊆ ω が存在する．
⇒

(∩
i∈ω Cons(Γ,Ti )

)
\ Th(U) ̸= ∅．
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得られた結果 3

自然数 k について Ik := {0, . . . , k} とする．
理論が有限列かつ Γ = Σn の場合は，Bennet の定理 3 のような同
値性が得られた．

定理

U, T0, . . . ,Tk : 理論とする．∩
i∈Ik\X

ThΠn(Ti ) ⊈ Th(
∪
i∈X

ThΣn(Ti ) + U)

となる集合 X ⊆ Ik が存在する．
⇔

(∩
i≤k Cons(Σn,Ti )

)
\ Th(U) ̸= ∅．
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得られた結果 4 と問

次の条件を考えたとき，図のような状況を得た．

(I) 次の r.e. 集合 X ⊆ ω が存在する:∩
i∈ω\X ThΓd (Ti ) ⊈ Th(

∪
i∈X ThΓ(Ti ) + U).

(II) 次の集合 X ⊆ ω が存在する:∩
i∈ω\X ThΓd (Ti ) ⊈ Th(

∪
i∈X ThΓ(Ti ) + U).

(III)
(∩

i∈ω Cons(Γ,Ti )
)
\ Th(U) ̸= ∅.

(IV) 任意の k ∈ ω について，
(∩

i≤k Cons(Γ,Ti )
)
\ Th(U) ̸= ∅.

成立

(I)

(II)

(III)

(IV)

不成立

(I)

(II)

(III)

(IV)

Γ = Πn

Γ = Πn

Γ = Πn

問

(I)

(II)

(III)

(IV)

Γ = Σn

Γ = Σn

Γ = Σn
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