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いろいろな命題様相論理において Craig の補間定理が成立する．

Craig の補間定理を強めた Lyndon 補間定理や Uniform 補間定理がある．

今回 Uniform Lyndon 補間性の概念を提起し，いろいろな命題様相論理に対し
て Uniform Lyndon 補間定理を証明した．
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Craig 補間定理

補間定理は Craig によって一階述語論理に対して証明されたのが始まり．

.
Craig (1957)
..

......

関数記号をもたない一階述語論理において φ→ ψ が証明できれば，φ と ψ に共通の述
語記号のみをもつ論理式 θ が存在して，φ→ θ と θ → ψ が証明できる．

それ以降，いろいろな論理体系に対して Craig 補間定理が成立するかが調べられてきた．
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命題様相論理

命題様相論理における Craig 補間性は 70 年代頃から調べられ始めた．

命題様相論理の言語は古典命題論理に論理結合子 □ を加えたもの．

様相論理式 φ に対し，v(φ) を φ に含まれる命題変数全体の集合とする．

.
様相論理 K の公理と推論規則
..

......

公理 恒真式と □(p→ q) → (□p→ □q).

規則 モダス・ポネンス
A, A→ B

B
，ネセシテーション

A

□A
,

一様代入則
φ(p)

φ(ψ)
.

K に公理を加えることでいろいろな様相論理が得られる．
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KD = K+ {¬□⊥}

KT = K+ {□p→ p}

K4 = K+ {□p→ □□p}
KD4 = K+ {¬□⊥,□p→ □□p}
S4 = K+ {□p→ p,□p→ □□p}
K5 = K+ {♢p→ □♢p}
KD5 = K+ {¬□⊥,♢p→ □♢p}
K45 = K+ {□p→ □□p,♢p→ □♢p}
KD45 = K+ {¬□⊥,□p→ □□p,♢p→ □♢p}
KB = K+ {p→ □♢p}
KDB = K+ {¬□⊥, p→ □♢p}
KTB = K+ {□p→ p, p→ □♢p}
KB4 = K+ {p→ □♢p,□p→ □□p}
S5 = K+ {□p→ p,♢p→ □♢p}
GL = K+ {□(□p→ p) → □p}
Grz = K+ {□(□(p→ □p) → p) → p}

GL と Grz 以外はいわゆる modal cube の様相論理．
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.
定義
..

......

命題様相論理 L が Craig 補間性 (CIP) をもつとは，任意の論理式 φ, ψ について，
L ⊢ φ→ ψ ならば，ある論理式 θ があって，次を満たすことをいう：

...1 v(θ) ⊆ v(φ) ∩ v(ψ);

...2 L ⊢ φ→ θ;

...3 L ⊢ θ → ψ.

この θ を L における φ→ ψ の Craig interpolant という．

.
Gabbay (1972)
..
......K, KT, K4, S4 は CIP をもつ．

.
Schumm (1975)
..
......S5 は CIP をもつ．

.
Rautenberg (1983)
..

......

KB, KTB は CIP をもつ．
また L が CIP をもてば L+ ¬□⊥ も CIP をもつ．
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Craig 補間定理を拡張したものに Lyndon 補間定理がある．

.
Lyndon (1959)
..

......

関数記号をもたない一階述語論理において φ→ ψ が証明できれば，論理式 θ が存在し
て，φ→ θ と θ → ψ が証明でき，更に次が成り立つ：

...1 θ において positive に現れる述語記号は φ と ψ に共に positive に現れる．

...2 θ において negative に現れる述語記号は φ と ψ に共に negative に現れる．

命題様相論理における Lyndon 補間定理は 80 年代から調べられ始めた．

.
定義
..

......

様相論理式 φ の中に positive に現れる命題変数全体の集合 v+(φ) と negative に現
れる命題変数全体の集合 v−(φ) を次で定める：

v+(pi) = {pi} and v−(pi) = ∅;

v+(⊥) = v−(⊥) = ∅;

v+(ψ → θ) = v−(ψ) ∪ v+(θ) and v−(ψ → θ) = v+(ψ) ∪ v−(θ);

v+(□ψ) = v+(ψ) and v−(□ψ) = v−(ψ).
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命題様相論理 L が Lyndon 補間性 (LIP) をもつとは，任意の論理式 φ, ψ について，
L ⊢ φ→ ψ ならば，ある論理式 θ があって，次が成り立つことをいう：

...1 v+(θ) ⊆ v+(φ) ∩ v+(ψ);

...2 v−(θ) ⊆ v−(φ) ∩ v−(ψ);

...3 L ⊢ φ→ θ;

...4 L ⊢ θ → ψ.

この θ を L における φ→ ψ の Lyndon interpolant という．

.
Maksimova (1982); Fitting (1983)
..
......K, KT, K4, S4, S5 は LIP をもつ．

もちろん L が LIP をもてば CIP をもつが，一般に逆は必ずしも成り立つわけでは
ない．

.
Maksimova (1982)
..
......CIP をもつが LIP をもたない正規様相論理がある．
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GL と Grz

.

......

自分が興味があるのは様相論理 GL と Grz.

GL = K+ □(□p→ p) → □p
Gödel-Löb の論理

Grz = K+ □(□(p→ □p) → p) → p

Grzegorczyk の論理

算術の証明可能性について分析するためにこれらの様相論理が非常に有用．
PrPA(x) を算術 PA の証明可能性述語とする．

.
Solovay (1976)
..

......GL は □ を PrPA(⌜φ⌝) で解釈した場合に対応する論理．

.
Goldblatt (1978); Boolos (1980)
..

......Grz は □ を PrPA(⌜φ⌝) ∧ φ で解釈した場合に対応する論理．
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Goldblatt (1978); Boolos (1980)
..

......Grz は □ を PrPA(⌜φ⌝) ∧ φ で解釈した場合に対応する論理．



. . . . . . . . . . . . . . . .

背景
. . . . . . . . . .

Uniform Lyndon 補間定理

GL と Grz

GL と Grz

Gödel の不完全性定理の証明の鍵は次の定理．

.
不動点定理
..

......

任意の算術の１変数論理式 φ(x) に対して，ある算術の文 ψ が存在して，
PA ⊢ ψ ↔ φ(⌜ψ⌝).

これに相当する主張が GL において成立する．

.
不動点定理 (de Jongh; Sambin (1976))
..

......

任意の命題変数 p と，p がすべて □ の中にある様相論理式 φ(p) について，ある様相論
理式 ψ が存在して，v(ψ) ⊆ v(φ) \ {p} かつ GL ⊢ ψ ↔ φ(ψ).

更に特筆すべきは次の不動点の一意性．これにより例えば Gödel 文の provable

equivalence が導ける．

.
不動点定理の一意性 (Bernardi (1976))
..

......

命題変数 p, q と，p がすべて □ の中にある様相論理式 φ(p) について，
GL ⊢ �(p↔ φ(p)) ∧ �(q ↔ φ(q)) → (p↔ q).

ただし �φ ≡ □φ ∧ φ.
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GL と Grz の CIP

GL と Grz は CIP をもつ．

.
Smoryński (1978); Boolos (1979)
..
......GL は CIP をもつ．

.
Boolos (1980)
..
......Grz は CIP をもつ．

GL の CIP を用いて不動点定理が証明できる (Smoryński (1978)).

.

......

不動点の一意性から得られる

GL ⊢ (�(p↔ φ(p)) ∧ p) → (�(q ↔ φ(q)) → q)

に CIP を適用して得られる θ は GL ⊢ θ ↔ φ(θ) を満たす．

補間性は何らかのよい性質をもつ論理式の存在を示すのに有用．
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Uniform 補間定理

Shavrukov (1993) は GL と算術との結びつきに関する更なる性質を調べるために，
GL に対する uniform 補間定理を証明した．

.
定義
..

......

命題様相論理 L が uniform 補間性 (UIP) をもつとは，任意の論理式 φ と任意の命
題変数の有限集合 P について，ある論理式 θ があって，次が成り立つことをいう：

...1 v(θ) ⊆ v(φ) \ P ;

...2 L ⊢ φ→ θ;

...3 L ⊢ φ→ ψ かつ v(ψ) ∩ P = ∅ を満たす全ての論理式 ψ について L ⊢ θ → ψ.

この θ を L における (φ, P ) の uniform interpolant という．

.
Shavrukov (1993)
..
......GL は UIP をもつ．

同時期に Pitts (1992) が直観主義命題論理が UIP をもつことを示している．
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命題様相論理における uniform 補間定理

.
命題
..
......L が UIP をもてば CIP をもつ．

.
Proof.
..

......

L ⊢ φ→ ψ とする．P = v(φ) \ v(ψ) とすれば，UIP より (φ, P ) の uniform

interpolant θ がとれる．

v(θ) ⊆ v(φ) \ P = v(φ) ∩ v(ψ);

L ⊢ φ→ θ;

L ⊢ φ→ ψ かつ v(ψ) ∩ P = ∅ なので L ⊢ θ → ψ.
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命題様相論理における uniform 補間定理

.
Ghilardi (1995); Visser (1996)
..
......K は UIP をもつ．

.
Visser (1996)
..
......Grz は UIP をもつ．

.
B́ılková (2007)
..
......KT は UIP をもつ．

UIP ⇒ CIP の逆は一般には成立しない．

.
Ghilardi and Zawadowski (1995)
..
......S4 は UIP をもたない．

.
B́ılková (2007)
..
......K4 は UIP をもたない．
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個人的な背景

GL と Grz に関して，LIP は実は長らく未解決であった．

.
問題 (Maksimova 1991)
..
......GL と Grz は LIP を満たすか？

特に GL については証明可能性論理の重要なサーベイ論文 Artemov and

Beklemishev (2005) にも未解決として取り上げられており，2010 年ごろ（修士の
頃）にそれ見て，アタックしてみようと考えた．
　そんな矢先…

.
Shamkanov (2011)
..
......GL は LIP を満たす．

すぐに先を越されてしまった．
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個人的な背景

当時は Maksimova (1991) を知らず，Grz の LIP が未解決かどうかは知らな
かった．

それからはあまり補間性のことを考えていなかったが，最近 Maksimova (1991) を読
んで，Grz の LIP が未解決であることを知り，アタックしてみようと考えた．
　すると…

.
Maksimova (2014)
..
......Grz は LIP を満たす．

すでに先を越されていた．
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すると…

.
Maksimova (2014)
..
......Grz は LIP を満たす．

すでに先を越されていた．
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個人的な背景

LIP, UIP についていろいろと分かってきている．

.
Maksimova (2014)
..

......

L が K5 を含むならば，L の CIP と UIP は同値．
つまり K5, K45, KB4, KB4, S5 は UIP をもつ．

.
Kuznets (2016)
..
......Modal cube の全ての様相論理について，LIP が成立する．

LIP と UIP は個別に議論されている．

.
モチベーション
..

......

LIP と UIP を統一的に扱えないだろうか？
そして GL と Grz の LIP を系として含む結果をだしてリベンジ！
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アウトライン
...1 命題様相論理における補間定理

...2 Uniform Lyndon 補間定理



. . . . . . . . . . . . . . . .

背景
. . . . . . . . . .

Uniform Lyndon 補間定理

Uniform Lyndon 補間定理

Uniform Lyndon 補間性

次の概念が自然に導入できる．

.
定義
..

......

命題様相論理 L が uniform Lyndon 補間性 (ULIP) をもつとは，任意の論理式 φ

と任意の命題変数の有限集合 P,Q について，ある論理式 θ があって，次の条件を満たす
ことをいう：

...1 v+(θ) ⊆ v+(φ) \ P かつ v−(θ) ⊆ v−(φ) \Q;

...2 L ⊢ φ→ θ;

...3 L ⊢ φ→ ψ かつ v+(ψ) ∩ P = v−(ψ) ∩Q = ∅ を満たす全ての論理式 ψ について
L ⊢ θ → ψ.

この θ を (φ, P,Q) の uniform Lyndon interpolant という．
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.
命題
..
......L が ULIP をもつならば，L は UIP と LIP をもつ．

.
Proof.
..

......

(UIP): (φ, P, P ) の uniform Lyndon interpolant は (φ, P ) の uniform

interpolant となる．

L ⊢ φ→ ψ のとき，P = v+(φ) \ v−(ψ), Q = v−(φ) \ v−(ψ) とすれば，
(φ, P,Q) の uniform Lyndon interpolant が φ→ ψ の Lyndon

interpolant となる．

.
系
..
......K4, KD4, S4 は ULIP をもたない．
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ULIP の基本性質 2

.
命題
..
......L が ULIP をもてば L+ ¬□⊥ も ULIP をもつ．

.
命題
..
......L が K5 を含むならば，L の LIP と ULIP は同値．

.
系
..
......K5, K45, KB4, S5 は ULIP をもつ．

あとは GL と Grz，そして modal cube の中では K, KT, KB, KTB の ULIP

が知りたい．
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得られた結果

.
定義
..

......

様相論理式 φ の深さ d(φ) を次で定める：
d(p) = d(⊥) = 0;

d(φ → ψ) = max{d(φ), d(ψ)};
d(□φ) = d(φ) + 1.

φ に含まれる □ の個数を n(φ) とかく．

.
定理 1
..

......

K, KT, KB, KTB は ULIP をもつ．
特に (φ, P,Q) の uniform Lyndon interpolant θ は d(θ) ≤ d(φ) でとれる．

特に KB, KTB の UIP は知られていなかった．

.
定理 2
..

......

GL と Grz は ULIP をもつ．
特に (φ, P,Q) の uniform Lyndon interpolant θ は d(θ) ≤ 2n(φ) + 2 でとれる．

これらの証明は Visser (1996) による UIP の証明の改良．
特に GL と Grz については Visser による d(θ) ≤ 4n(φ) + 1 を改良できている．
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証明の方針に向かう定義

P,Q を命題変数の有限集合とする．

.
定義
..

......

命題様相論理式 φ が (P,Q)-論理式であるとは，v+(φ) ⊆ P かつ v−(φ) ⊆ Q となるこ
とをいう．

(P,Q)-論理式は深さを n に制限すれば K 上で実質有限個．

.
定義
..

......

F
(P,Q)
n を，d(φ) ≤ n となる (P,Q)-論理式 φ の有限集合で，
そのような任意の ψ がある F

(P,Q)
n の論理式と K 上で同値となるものとする．

.
定義
..

......

M = (W,≺,⊩) をクリプキモデル，w ∈W とする．
T

(P,Q)
n (w) :=

∧
{φ ∈ F

(P,Q)
n : w ⊩ φ}.
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証明の方針 1

(φ, P,Q) の uniform Lyndon interpolant θ を取りたい．

.

......

P1 = v+(φ) \ P , Q1 = v−(φ) \Q とする．
φ に依存した何らかの自然数 k について

θ ≡
∧

{δ ∈ F
(P1,Q1)
k : L ⊢ φ→ δ}

とすれば次が成り立つ：

d(θ) ≤ k

v+(θ) ⊆ P1 = v+(φ) \ P , v−(θ) ⊆ Q1 = v−(φ) \Q

L ⊢ φ→ θ.

ψ を v+(ψ) ∩ P = v−(ψ) ∩Q = ∅ かつ L ⊬ θ → ψ とする．
L ⊬ φ→ ψ を示せばよい．
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証明の方針 2

.

......

L はクリプキモデルの集合 C に対して健全かつ完全とする．

L ⊬ θ → ψ より M ′ ∈ C とその元 w′ で w′ ⊩′ θ かつ w′ ⊮′ ψ となるものがと
れる．

w′ ⊩′ T
(Q1,P1)
k (w′) なので w′ ⊮′ θ → ¬T (Q1,P1)

k (w′).

L ⊬ θ → ¬T (Q1,P1)
k (w′).

θ の取り方より L ⊬ φ→ ¬T (Q1,P1)
k (w′).

M ∈ C とその元 w で w ⊩ φ かつ w ⊩ T
(Q1,P1)
k (w′) となるものがとれる．

つまり γ ∈ F
(Q1,P1)
k について w′ ⊩′ γ ⇒ w ⊩ γ.

対偶を取ると γ ∈ F
(P1,Q1)
k について w ⊩ γ ⇒ w′ ⊩′ γ.

..

w ⊩ φ

.

w′ ⊮′ ψ

.

F
(P1,Q1)
k
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.

......

M∗ ∈ C とその元 w∗ で

w∗ ⊩∗ T
(v+(φ),v−(φ))
d(φ)

(w) ∧ T (v−(ψ),v+(ψ))
d(ψ)

(w′) となるものがとれれば
w∗ ⊩∗ φ かつ w∗ ⊮∗ ψ で L ⊬ φ→ ψ が結論できる.

..

w ⊩ φ

. w∗ ⊮∗ φ→ ψ.

w′ ⊮′ ψ

.

F
(P1,Q1)
k

.

F
(v+(φ),v−(φ))
d(φ)

.

F
(v+(ψ),v−(ψ))
d(ψ)

.

......

各 φ に対して，どれだけ大きな k をとれば，条件を満たす任意の ψ に対して上記の w∗

が取れるのかを調べればよい．
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証明の方針 4

ここまでの流れは Visser (1996) と本質的に変わらないが，M と M ′ から M∗ の
⊩∗ を定義するのに UIP と ULIP では本質的に大きな違いがあった（ULIP では 16

個もの場合分けをして定義）．

.
結果
..

......

K, KT, KB, KTB では k = d(φ) でとれる．

GL と Grz では k = 2n(φ) + 2 でとれる．

..

w ⊩ φ

. w∗ ⊮∗ φ→ ψ.

w′ ⊮′ ψ

.

F
(P1,Q1)
k

.

F
(v+(φ),v−(φ))
d(φ)

.

F
(v+(ψ),v−(ψ))
d(ψ)
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