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wGLnの導入

定義

GL := K + (□(□A → A) → □A)

定義 (2001: Sacchetti)

wGLn := K + (□(□nA → A) → □A) (n ≥ 2)

各様相論理はある証明可能性述語を分析できる．
GL の算術的完全性 (Solovay: 1976)
wGLn(n ≥ 2) の算術的完全性 (Kurahashi: 2018)
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不動点定理

定義

様相論理 L で不動点定理が成立する.
:⇔ 全ての p が □ の scope 内にある A(p) を任意にとる.
このとき, 以下を満たす F が存在する.

L ⊢ F ↔ A(F )

Var(F ) ⊆ Var(A) \ {p}

定理 (de Jongh, Sambin: 1976)

GL で不動点定理が成立し, その不動点は effective に構成できる.

定理 (Sacchetti: 2001)

wGLn(n ≥ 2) で不動点定理が成立する.
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問

Problem (Sacchetti: 2001)

不動点は具体的に構成できるか?

Lindström による GL の不動点定理の証明のアイディア (1996)か
ら, □A(p) という形の不動点を構成できれば良いことが分かった.

Problem’

wGLn において, 任意の □A(p) という論理式に不動点は構成でき
るか?

定理

GL ⊢ □A(⊤) ↔ □A(□A(⊤))
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得られた結果 1

wGLn 上で □A(p) の不動点を考える場合, p の現れ方が関係する.

dep(A, p): 各 p を縛る □ の個数全体の集合
depn(A, p) := {k̄(mod n) : k ∈ dep(A, p)}

例

dep(p ∧□(p → □2p), p) = {0, 1, 3},
dep3(p ∧□(p → □2p), p) = {0̄, 1̄}

補題 1

depn(□A(p), p) ⊆ {0̄} のとき,
wGLn ⊢ □A(⊤) ↔ □A(□A(⊤))
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得られた結果 2

補題 2

□A(p) の 0̄ 個の □ で縛られている p を全て ⊤ で書き換えた論
理式を □A′(p) とすると, □A′(p) の不動点は □A(p) の不動点で,

depn(□A′(p), p) = depn(□A(p), p) \ {0}

補題 3

任意の □A(p) をとる.
depn(□A(p), p) ⊆ {1̄, . . . , k̄}(1 ≤ k ≤ n − 1) のとき,
列 □A0(p),□A1(p), . . . ,□An−k を以下でとる.

□A0(p) :≡ □A(p)

□Ai (p) に現れる k + i 個の □ で縛られている p に □A(p)
を代入した論理式を □Ai+1(p) とする.

このとき, depn(□An−k(p), p) ⊆ {0̄, . . . , k − 1} かつ,
□An−k(p) の不動点は, □A(p) の不動点となる.
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得られた結果 3

定理

wGLn 上で, 各 □A(p) の不動点は構成できる

Proof.

不動点を保存 depn 補題
□A(p) ⊆ {0, . . . , n − 1}

↑
□A′(p) ⊆ {1, . . . , n − 1} 補題 2

↑
□A′′(p) ⊆ {0, . . . , n − 2} 補題 3

...
...

...
□A′′′(p) ⊆ {0} 補題 3

□A′′′(p) の不動点は補題 1 から □A′′′(⊤) となる.
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wGL2の場合

□A(p) に現れる p の内,
0̄(mod 2) 個の □ で縛られている p を p0,
1̄(mod 2) 個の □ で縛られている p を p1, に書き換えた論理式を,
□B(p0, p1) とする.

補題 2 □B(⊤, p) の不動点は □A(p) の不動点となる.
dep(□B(⊤, p), p) ⊆ {1̄}

補題 3 □B(⊤,□B(⊤, p)) の不動点は □B(⊤, p) の不動点となる.
dep(□B(⊤,□B(⊤, p)), p) ⊆ {0̄}

補題 1 □B(⊤,□B(⊤, p)) の不動点は, □B(⊤,□B(⊤,⊤))である.
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wGL3の場合 (結果のみ)

□A(p) に現れる p の内,
0̄(mod 3) 個の □ で縛られている p を p0,
1̄(mod 3) 個の □ で縛られている p を p1,
2̄(mod 3) 個の □ で縛られている p を p2, に書き換えた論理式を,
□B(p0, p1, p2) とする.

□B ′(p) := □B(⊤, p,□B(⊤,⊤, p))とおけば,
□A(p) の不動点は, □B ′(□B ′(□B ′(⊤))) である.
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終わりに

wGL2 で (□¬□□¬p)の不動点は, アルゴリズムに依れば
(□¬□□¬□¬□□¬⊤)であるが,

□⊥ も不動点.
長さという意味で, 一番簡単な不動点を与えているわけではない.

Problem

より簡潔な wGLn の不動点を与えるアルゴリズムはあるか.

補題

□A(p) が与えられたとして以下の列 {□Ak(p)}k∈ω を考える.

1 □A0(p) := □A(p)

2 □Ak(p) に現れる任意の p に □A(p) を代入して得られる論
理式を □Ak+1(p) とする.

このとき, 任意の k ∈ ω について
□Ak(p) の不動点は □A(p) の不動点である.
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