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はじめに

GL: 証明可能性の様相論理，QGL: GL の述語論理への拡張

pは様相論理式A(p)で箱入りであるとは，Aにおける各出現 pが
全て□の scopeの中に含まれることをいう．

GLの不動点定理 (de Jongh-Sambin, 1976)

A(p)：命題様相論理式，pはAで箱入り に対し，
Aの命題変数からなり pを含まない命題様相論理式 F が存在して，

GL ⊢ F ↔ A(F )．

定理 (Montagna, 1984)

QGLでは不動点定理は成立しない．

QGL より強いところで不動点定理が成立するか？
という問題とその周辺状況を調べる．
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述語様相論理

L：述語様相論理の言語

述語様相論理の体系

QK: Kを述語様相論理に拡張した体系；

QK4: QK + □A → □□A；

QGL: QK + □(□A → A) → □A；

Tanaka (2018) の体系 NQGL

NQGL: QK4に規則

∀n ∈ ω, □n+1⊥ → A

A

を加えたもの．
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クリプキ意味論

定義

述語クリプキフレームは，F := ⟨W, {Dw}w∈W ,≺⟩で，
W：空でない集合，Dw：wのドメイン，≺：W 上の到達関係

述語クリプキモデルはM := ⟨F ,⊩⟩で，
⊩：Dwの元をパラメータに持つ L-文に対する wでの充足
関係

定義

クリプキモデルMについて，
M |= A : ⇐⇒ ∀w ∈ W , A は w で真．

クリプキフレーム F について，
F |= A : ⇐⇒ 任意の ⊩に対し ⟨F ,⊩⟩ |= A．
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クリプキフレームのクラス

定義

CW: 推移的かつ逆整礎的なフレームのクラス；

BL: 推移的かつ bounded lengthであるフレームのクラス；

FIFD: 推移的かつ非反射的な有限フレームで，かつ各ドメ
インも有限なもののクラス．

事実

MQ(C) := {A | ∀F ∈ C,F |= A}とするとき，

QGL ⊊ MQ(CW) ⊊ MQ(BL) ⊊ MQ(FIFD)．

NQGLのクリプキ完全性定理 (Tanaka, 2018)

NQGL = MQ(BL)．
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Cの不動点の性質

L′：Lに命題変数 pを加えた言語（p は不動点をとる場所を指定
するだけ）．

定義（FPP, loFPP）

C：フレームのクラス，A(p)：L′-論理式，pはAで箱入りとする．
1 Cが不動点の性質 (FPP)を持つとは，任意のA(p)に対して，

A(p)の記号からなる L-論理式 F が存在して，任意の F ∈ C
に対し F |= F ↔ A(F )を満たすこと．

2 Cが局所的な不動点の性質 (loFPP)を持つとは，任意のA(p)
とF ∈ Cに対して，A(p)の記号からなる L-論理式 F が存在
して，F |= F ↔ A(F )を満たすこと．

C は FPP をもつ ⇒ C は loFPP をもつ．
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不動点の性質の不成立

QGL ⊊ MQ(CW) ⊊ MQ(BL) ⊊ MQ(FIFD)．

定理 (Montagna, 1984)

QGLでは不動点定理は成立しない．

この定理の証明から，より強い次が得られる．

定理 (Montagna, 1984)

CW は loFPPを持たない (よって FPPも持たない)．

定理 (Smoryński, 1987)

A(p) :≡ ∀u□ (p → P (u)) も CW における loFPP の反例.

問

BL と FIFD は FPP や loFPP を持つか？
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FPPの分析

定理 (I. & K.)

FIFDは FPPを持たない．

系

BLも FPPを持たない．NQGLで不動点定理が成立しない．

MS

0 {0, 1, 2, 3, 4, . . .}
1 {1, 2, 3, 4, . . .}
2 {2, 3, 4, . . .}
...

. . .

−→

Mk

0 {0, 1, 2, 3, . . . , k, k + 1, k + 2}
1 {1, 2, 3, . . . , k, k + 1, k + 2}
...

. . .

k {k, k + 1, k + 2}

A(p) ≡ ∀u□ (p → P (u))とすると，任意のB：L-文に対し，
あるMkでMk ̸|= B ↔ A(B)となる．
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loFPPの分析

まず Sacchetti (1999) による K+□n+1⊥ の不動点定理を述語論
理に拡張した．

QK+□n+1⊥の不動点定理 (I. & K.)

A(p)：L′-論理式，pはAで箱入りとすると，Aの記号と自由変数
からなる L-論理式 F でQK ⊢ □n+1⊥ → (F ↔ A(F ))を満たす
ものが effective に構成可能．

系

BL と FIFD は loFPP を持つ．

A(p)，F を固定．F の高さを nとすると，F |= □n+1⊥．
定理より，QK ⊢ □n+1⊥ → (F ↔ A(F ))なる F が取れる．

F |= □n+1⊥ → (F ↔ A(F ))．ゆえに F |= F ↔ A(F )．
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NQGLのクレイグ補間性

これらの結果を用いて体系 NQGL に関する次の結果が得られた．

定理 (I. & K.)

NQGLはクレイグ補間性を持たない．

クレイグ補間性が成り立つと仮定 (背理法)．

A(p) ≡ ∀u□ (p → P (u))に対し，NQGL ⊢ F ↔ A(F )とな
る L-論理式 F が存在するが，これは我々の結果に矛盾．
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QGLが不動点を持つための十分条件

QGL では一般には不動点定理が成立しないが，成立する論理式
を分析した．

定義（Σ-論理式）

L′-論理式が Σ-論理式である，ということを次で定める：

□Aの形の L′-論理式は Σ-論理式；

A，BがΣ-論理式のとき，A ∨B，A ∧B，∃uAは全てΣ-論
理式．

定理 (I. & K.)

A(p)はΣ-論理式および L-論理式のブール結合とすると，A(p)は
QGLにおいて不動点をもつ．
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まとめ

クリプキフレームのクラスに対する不動点の性質は次の通り．

C FPP loFPP

FIFD No Yes
BL No Yes
CW No No

NQGLに対して不動点定理，クレイグ補間性は不成立．

K+□n+1⊥の不動点定理を，QK+□n+1⊥に拡張（不動点
を計算するアルゴリズムも与えた）．

A(p)がQGLにおいて不動点を持つための十分条件を分析
した．(必要十分かどうかはまだわからない．)
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