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本発表のテーマと結論

Gödel の不完全性定理と Σ1-定義可能性

T を，Peano 算術 (PA)を含む算術の理論とする．

.
Gödel-Rosser の第一不完全性定理
..

......

(Gödel) T : Σ1-定義可能かつ Σ1-健全 ⇒ T : 不完全．

(Rosser) T : Σ1-定義可能かつ無矛盾 ⇒ T : 不完全．

.
Gödel の第二不完全性定理
..
......T : Σ1-定義可能かつ無矛盾 ⇒ T ⊬ ConT .

どちらも Σ1-定義可能 (⇔ c.e.) な理論に関する主張．

なぜそれより複雑な理論について考えないのか？

Σ2-定義可能かつ無矛盾かつ完全な理論が存在する

（から？）

一般の Σn-定義可能な理論の不完全性を調べることで，

Gödel および Rosser の不完全定理の理解が深まるのでは．
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Gödel-Rosser の第一不完全性定理
..

......
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本発表のテーマと結論

.
テーマ
..
......Σn-定義可能な理論の第一・第二不完全性の一般的構造を調べる．

.
結論
..
......不完全性定理はある形で一般化でき，その際には Σn-健全性が本質である．
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Γ: 論理式のクラス

.
定義
..

......

論理式 σ(u) は T の Γ 定義
def .⇔ σ(u) ∈ Γかつ ∀φ(N |= σ(⌜φ⌝) ⇔ φ ∈ T ).

T は Γ-定義可能
def .⇔ T は Γ 定義をもつ．

.
定義
..

......

T は Γ-健全
def .⇔ ∀φ ∈ Γ(T ⊢ φ ⇒ N |= φ).

T は Γ-完全
def .⇔ ∀φ ∈ Γ(N |= φ ⇒ T ⊢ φ).

T は Γ-決定可能
def .⇔ ∀φ ∈ Γ(T ⊢ φ または T ⊢ ¬φ).

Πn-完全かつ無矛盾 ⇔ Σn-健全かつ Πn-決定可能

PA ⊆ T ならば T は Σ1-完全．
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この形の Gödel-Rosser の第一不完全性定理は次のように一般化できる．

.
定理
..
......T : Σn+1-定義可能かつ Σn-健全 ⇒ T : Πn+1-決定可能でない.

これは，次が成り立つという意味で最適．

.
命題
..
......Σn+2-定義可能かつ Σn-健全かつ完全な理論が存在する．



. .

本発表のテーマと結論

. . . . .

第一不完全性定理

. . . . .

第二不完全性定理

第一不完全性定理
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Gödel-Rosser の第一不完全性定理（書き換え）
..
......T : Σ1-定義可能かつ Σ0-健全 ⇒ T : Π1-決定可能でない.
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なので，Gödel-Rosser の第一不完全性定理は次のように書き換えられる．

.
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Gödel の第二不完全税定理

.
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Gödel-Feferman の第二不完全性定理
..

......

T : Σ1-定義可能かつ無矛盾

⇒ T の任意の Σ1 定義 σ(u) について T ⊬ Conσ.

しかし，次が成り立つ．

.
Feferman の定理
..

......

T : Σ1-定義可能

⇒ T の Π1 定義 π(u) が存在して，T ⊢ Conπ.

第二不完全性定理は一般の Σn+1-定義可能な理論に対して直接拡張できない．



. .

本発表のテーマと結論

. . . . .

第一不完全性定理

. . . . .

第二不完全性定理

第二不完全性定理
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Gödel の第二不完全性定理
..
......T : Σ1-定義可能かつ無矛盾 ⇒ T ⊬ ConT .

という主張はより詳しく書かれるべき．

T の定義 σ(u) を用いて書いた T の無矛盾性を Conσ とすると，

.
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Gödel-Feferman の第二不完全性定理（書き換え）
..

......

T : Σ1-定義可能かつ Σ0-健全

⇒ T の任意の Σ1 定義 σ(u) について T ⊬ RFNΣ0(σ).



. .

本発表のテーマと結論

. . . . .

第一不完全性定理

. . . . .

第二不完全性定理

第二不完全性定理

第二不完全性定理と反映原理

.
定義
..
......RFNΣn(σ) := {∀x(Prσ(⌜φ(ẋ)⌝) → φ(x)) : φ(x) ∈ Σn}
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例えば n-無矛盾性についてはこの性質は成り立たない．

.

......
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をもつものが存在する．
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