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形式化された算術

形式化された算術

論理式：算術の言語 {0, S,+,×, <} でかかれた有意味な記号列．
理論：論理式の集合

T : PA を含む再帰的な理論．
.
Peano 算術 (PA)
..

......

∀x(S(x) ̸= 0),

∀x(x+ 0 = x),

∀x∀y(x+ S(y) = S(x+ y)),

. . . ,

帰納法：すべての算術の論理式 φ(x) に対して

φ(0) ∧ ∀x(φ(x) → φ(S(x))) → ∀xφ(x).

.

......

理論 T が再帰的
⇔ 与えられた論理式が T の元かどうかを判定可能．
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形式化された算術

Σ1 論理式

.

......

論理式 φ(x) がΣ0
def ,⇔ φ(x) に含まれる量化記号 ∃, ∀ がすべて

∃x ≤ y，∀x ≤ y という形.

論理式 φ(x) がΣ1
def .⇔ φ(x) はある Σ0 論理式 ψ(x, y) について

∃yψ(x, y) と論理的に同値.

.
事実（Σ1-完全性）..

......

真である Σ1 文（自由変数を含まない論理式）は
PA においてすべて証明可能．
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.
第一不完全性定理 (Gödel, 1931)
..

......

理論 T が Σ1-健全
⇒ T からは証明も反証もできない文が存在（T は不完全）．

.

......

理論 T が Σ1-健全
def .⇔ T において証明できる Σ1 文はすべて正しい．

.

......T：Σ1-健全 ⇒ T：無矛盾

.
証明のポイント
..

......

...1 “x は T で証明可能”を表す Σ1 論理式 PrT (x)（可証性述語）を構成．

...2 嘘つきの逆理を形式化．
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次の条件を満たす論理式 PrfT (x, y) を T の証明述語という：

T ⊢ φ ⇒ ∃p s.t. PA ⊢ PrfT (⌜φ⌝, p),

T ⊬ φ ⇒ ∀p,PA ⊢ ¬PrfT (⌜φ⌝, p),
PrT (x) ≡ ∃yPrfT (x, y) について

PrT (x) は Σ1 論理式,

PA ⊢ PrT (⌜φ → ψ⌝) ∧ PrT (⌜φ⌝) → PrT (⌜ψ⌝),
PA ⊢ PrT (⌜φ⌝) → PrT (⌜PrT (⌜φ⌝)⌝)．

.
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PrfT (x, y) は “y は T における x の証明” という意味内容をもつ論理式．

PrT (x) を T の可証性述語という．
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A ⇔“A は偽である”

を満たす命題 A の真偽は決定できない．

Gödel は ‘真偽’を ‘証明可能性’に置き換えた状況を実現．
.
Gödel 文
..

......

PA ⊢ πG
T ↔ ¬PrT (⌜πG

T ⌝)
を満たす文 πG

T が存在．

πG
T を T の Gödel 文という．

.
不動点補題
..

......

∀φ(x): 論理式， ∃ψ: 文 s.t.

PA ⊢ ψ ↔ φ(⌜ψ⌝).

T の Gödel 文は一つではないことに注意．
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Gödel 文
..

......

PA ⊢ πG
T ↔ ¬PrT (⌜πG

T ⌝)
を満たす文 πG

T が存在．

πG
T を T の Gödel 文という．
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Gödel 文
..

......

PA ⊢ πG
T ↔ ¬PrT (⌜πG

T ⌝)
を満たす文 πG

T が存在．

πG
T を T の Gödel 文という．
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不完全性定理

Gödel の不完全性定理

πG
T : T の Gödel 文

.
第一不完全性定理 (Gödel, 1931)
..

......

T : 無矛盾 ⇒ T ⊬ πG
T ,

T : Σ1-健全 ⇒ T ⊬ ¬πG
T .

ConT ≡ ¬PrT (⌜0 = 1⌝).
.

......PA ⊢ πG
T ↔ ConT .

.
第二不完全性定理 (Gödel, 1931)
..
......T：無矛盾 ⇒ T ⊬ ConT .

.

......σ
G
T : T の Gödel 文 ⇒ PA ⊢ πG

T ↔ σG
T .
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第一不完全性定理 (Gödel, 1931)
..

......

T : 無矛盾 ⇒ T ⊬ πG
T ,

T : Σ1-健全 ⇒ T ⊬ ¬πG
T .

ConT ≡ ¬PrT (⌜0 = 1⌝).

.

......PA ⊢ πG
T ↔ ConT .

.
第二不完全性定理 (Gödel, 1931)
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Rosser の不完全性定理

.
Rosser 可証性述語
..

......

PrRT (x) を ∃y(PrfT (x, y) ∧ ∀z ≤ y¬PrfT (¬x, z))
と定め，T の Rosser 可証性述語という．

.
Rosser 文
..

......

PA ⊢ πR
T ↔ ¬PrRT (⌜πR

T ⌝)
を満たす文 πR

T を T の Rosser 文という．

.
Rosser の第一不完全性定理 (Rosser, 1936)
..

......T : 無矛盾 ⇒ T ⊬ πR
T かつ T ⊬ ¬πR

T .

ConRT ≡ ¬PrRT (⌜0 = 1⌝).
.

......

PA ⊢ ConRT となり，Rosser 可証性述語には第二不完全性定理が成立
しない.
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Rosser 可証性述語の性質

Rosser 可証性述語の基本性質

.
命題
..

......

PA ⊢ ConT → ¬PrT (⌜πR
T ⌝).

PA ⊢ ConT → ¬PrT (⌜¬πR
T ⌝).

PA ⊢ ConT → πR
T .

T : 無矛盾 ⇒ T ⊬ πR
T → ConT .

PA ⊢ πR
T ↔ (PrRT (⌜πR

T ⌝) → πR
T ) に注意．

.
定理 (Goryachev, 1989)
..

......T : 無矛盾 ⇒ 任意の文 φ について T ⊬ (PrRT (⌜φ⌝) → φ) → ConT .

.
問題 (Kreisel and Takeuti, 1974)
..

......

...1 T の Rosser 文は同値か？

...2 T の Rosser 可証性述語はどのような性質を満たすか？
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.
定理 (K.)
..
......D2 と D4 を満たす Rosser 可証性述語が存在する．

.
系
..

......

次を満たす PA の Rosser 可証性述語 PrRPA(x) が存在する：
∀T : PA の完全な拡大理論
∃M: PA + ¬ConPA のモデル s.t.

{φ : M |= PrRPA(⌜φ⌝)} = T .
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......

論理式 τ (v) が理論 T を表現する
def .⇔ 任意の文 φ について，

φ ∈ T ⇒ T ⊢ τ (⌜φ⌝),
φ /∈ T ⇒ T ⊢ ¬τ (⌜φ⌝).

.

......

論理式 τ (v) が理論 T を弱表現する
def .⇔ 任意の文 φ について，φ ∈ T ⇔ T ⊢ τ (⌜φ⌝),

Prfτ (x, y) ≡ “y は τ (v) を満たす論理式の集合からの x の証
明”.

τ (v): T を表現する Σ1 論理式 ⇒ Prfτ (x, y) は T の証明述語．

Conτ ,Con
R
τ を今までと同様に定める．

T が無矛盾で τ (v) が T を弱表現する Σ1 論理式 ⇒ T ⊬ Conτ .
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論理式 τ (v) が理論 T を弱表現する

def .⇔ 任意の文 φ について，φ ∈ T ⇔ T ⊢ τ (⌜φ⌝),

Prfτ (x, y) ≡ “y は τ (v) を満たす論理式の集合からの x の証
明”.

τ (v): T を表現する Σ1 論理式 ⇒ Prfτ (x, y) は T の証明述語．

Conτ ,Con
R
τ を今までと同様に定める．

T が無矛盾で τ (v) が T を弱表現する Σ1 論理式 ⇒ T ⊬ Conτ .
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Feferman の定理

.
定理 (Feferman, 1960)
..

......

T を表現する Σ1 でない論理式 τ (v) が存在して，PA ⊢ Conτ が成り
立つ．

同様のことが Rosser 可証性述語にもいえる．

.
定理 (K.)
..

......

T が無矛盾ならば，
T を弱表現する Σ1 論理式 τ (v) が存在して
T ⊬ ConRτ が成り立つ．
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