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Henkin の問題と Löb の定理

Henkin の問題

.

......

本発表では T を次を満たす理論とする：

...1 無矛盾;

...2 再帰的に公理化されている;

...3 Peano 算術 PA の拡大．

.

......

Gödel は不完全性定理の証明において

自らの T -証明不可能性を主張する文を構成した．

そのような文は（T の ω-無矛盾性の仮定のもとで）T から独立である.

1952年，Henkin は次の問題を提起した．

.
Henkin の問題 (1952)
..
......自らの T -証明可能性 を主張する文は T において証明可能か？
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Henkin の問題と Löb の定理

可証性述語

.
定義
..

......

Σ1 論理式 PrT (x) が T の可証性述語である
def .⇔ 任意の論理式 φ について，T ⊢ φ ⇔ PA ⊢ PrT (⌜φ⌝).

.
定義
..

......

可証性述語 PrT (x) が標準的である
def .⇔ 任意の φ,ψ について，

PA ⊢ PrT (⌜φ → ψ⌝) → (PrT (⌜φ⌝) → PrT (⌜ψ⌝));
φ が Σ1 ⇒ PA ⊢ φ → PrT (⌜φ⌝).

T の標準的可証性述語 PrT (x) を固定する．
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Henkin 文と Löb の定理

.
定義
..

......

文 φ は T の Henkin 文である

def .⇔ T ⊢ φ ↔ PrT (⌜φ⌝).

Henkin の問題は次のように書き換えられる．

.
Henkin の問題 (1952)
..
......T の Henkin 文は T において証明可能か？

1955年，Löb は次の定理を証明することでこの問題に解答を与えた．

.
Löb の定理 (1955)
..

......任意の φ について，T ⊢ PrT (⌜φ⌝) → φ ならば T ⊢ φ.

つまり T の全ての Henkin 文は T において証明可能．
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Rosser 可証性述語による Henkin 文

Rosser 可証性述語による Henkin 文

1953年，Kreisel は反証可能 な Henkin 文をもつ標準的でない可証性

述語を与えた．

Rosser 可証性述語 も反証可能な Henkin 文をもつ標準的でない可証性

述語.

PrfT (x, y) を，PrT (x) ≡ ∃yPrfT (x, y) となる ∆1 論理式とする（T の証

明述語）．

.
定義
..

......

T の Rosser 可証性述語 PrRT (x) は次の論理式：

∃y(PrfT (x, y) ∧ ∀z ≤ y¬PrfT (¬x, z)).

.
定義
..

......

文 φ は PrRT (x) の Rosser 型 Henkin 文である
def .⇔ T ⊢ φ ↔ PrRT (⌜φ⌝).
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.
命題
..

......

任意の φ について，

T ⊢ φ ⇒ PA ⊢ PrRT (⌜φ⌝).
T ⊢ ¬φ ⇒ PA ⊢ ¬PrRT (⌜φ⌝).

.

......

T ⊢ φ または T ⊢ ¬φ
⇒ φ は PrRT (x) の Rosser 型 Henkin 文．

.
問い (Halbach and Visser (2013))
..

......Pr
R
T (x) は独立な Rosser 型 Henkin 文をもつか？

.
答え
..

......

PrRT (x) が独立な Rosser 型 Henkin 文をもつかどうかは，PrRT (x) の選び

方に依存する．
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証明に用いた手法

証明は Guaspari and Solovay の手法で行った．

.
Guaspari and Solovay の手法 (1979)
..

......

与えられた証明述語 PrfT (x, y) の超準的な証明を並べ替え，新たな証明述語

Prf′T (x, y) を構成する手法．

証明述語 PrfT (x, y)
作り変える
=⇒ Prf′T (x, y)

可証性述語 PrT (x)
変わらず↔ Pr′T (x)

Rosser 可証性述語 PrRT (x)
変化
=⇒ Pr′RT (x)

Pr′RT (x) が求める条件を満たすようにする．
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Rosser 可証性述語による Henkin 文

独立な Rosser 型 Henkin 文をもつ Rosser 可証性述語

Rosser 型 Henkin 文の特徴付けを与えた．

.
定理 (K.)
..

......

任意の Σ1 文 φ について，以下は同値:
...1 ある Σ1 文 ψ が存在して，

PA ⊢ ¬φ ∨ ¬ψ,

PA ⊢ PrT (⌜φ⌝) ∨ PrT (⌜¬φ⌝) → φ ∨ ψ.

...2 ある証明述語 Prf′T (x, y) が存在して，

PA ⊢ ∀x(PrT (x) ↔ Pr′T (x)),

φ は Pr′RT (x) の Rosser 型 Henkin 文．

Arai(1990) は Rosser 文について同様の特徴づけを与えている．

PrRT (x) の Rosser 文の否定は条件１を満たすので，次の系を得る．

.
系
..

......

独立な Rosser 型 Henkin 文をもつような T の Rosser 可証性述語が存在

する．
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