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可証性述語の命題様相論理

再帰的理論 T の可証性述語とは，任意の T の言語の文 ϕ に対し，

PA ` PrT (pϕq)⇔ T ` ϕ

を満たす Σ1 論理式 PrT (x) のことをいう．

以下の性質を満たす可証性述語 PrT (x) を固定する：

.

PrT の性質

.

.

.

. ..

.

.

D1 T ` ϕ⇒ PA ` PrT (pϕq)
D2 PA ` PrT (pϕ→ ψq)→ (PrT (pϕq)→ PrT (pψq))
D3 PA ` PrT (pϕq)→ PrT (pPrT (pϕq)q)

Löb PA ` PrT (pPrT (pϕq)→ ϕq)→ PrT (pϕq).

Σ1-comp. ϕ: Σ1 ⇒ T ` ϕ→ PrT (pϕq).
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可証性述語の命題様相論理

.

Gödel の主張 (1933)

.

.

.

. ..

.

.

形式的体系の証明可能性は様相の一種である．

.

命題様相論理 GL

.

.

.

. ..

.

.

公理：

すべてのトートロジー;

�(A→ B)→ (�A→ �B);

�(�A→ A)→ �A.

推論規則：
A,A→ B

B
;

A

�A .

Th(GL):= {A | GL ` A}.
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可証性述語の命題様相論理

F を命題変数全体の集合とする．

.

定義

.

.

.

. ..

.

.

クリプキフレームとは以下を満たす対 〈W,≺〉 のこと:

W は空でない集合;

≺ は W 上の二項関係: 到達可能性関係．

クリプキモデルとは以下を満たす３つ組M = 〈W,≺,
〉 のこと:

〈W,≺〉 はクリプキフレーム;


 は任意の w ∈W に対して以下を満たすような W × F 上の二
項関係,

w 1 ⊥;

w 
 A→ B ⇔ (w 1 A or w 
 B);

· · · ;
w 
 �A⇔ ∀w′ ∈W (w ≺ w′ ⇒ w′ 
 A).

w 
 ♦A⇔ ∃w′ ∈W (w ≺ w′ & w′ 
 A).
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可証性述語の命題様相論理

.

定義

.

.

.

. ..

.

.

A: 命題様相文，M: クリプキモデル，F : クリプキフレーム．

A はM において妥当
def .⇔ ∀w ∈W , w 
 A．

A は F において妥当 def .⇔ A は任意の 
 について 〈F ,
〉 におい
て妥当．

.

定義

.

.

.

. ..

.

.

クリプキフレーム 〈W,≺〉 は ≺ が
1. 推移的，
2. 逆整礎的
であるとき，GL-フレーム であるという．

Fr(GL):= {A | A は任意の GL-フレームにおいて妥当 }.

.

定理 (Segerberg, 1971)

.

.

.

. ..

.

.

Th(GL) = Fr(GL).
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可証性述語の命題様相論理

T : 再帰的理論 (算術).

.

定義（算術的解釈）

.

.

.

. ..

.

.

命題様相文から T の言語の論理式への翻訳 T -解釈 ∗ を以下で再帰的
に定義する:

各命題変数 p に対して p∗ は T の言語のある文;

⊥∗ ≡ 0 = 1;

(A→ B)∗ ≡ (A∗ → B∗);

· · · ;
(�A)∗ ≡ PrT (pA∗q).

.

定義

.

.

.

. ..

.

.

A: 命題様相文．

A は T -妥当
def .⇔ ∀∗: T -解釈, T ` A∗;

PL(T ):= {A | A は T -妥当 }.
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可証性述語の命題様相論理

T : PA の Σ1-健全な再帰的拡大理論．

.

定理 (Solovay, 1976)

.

.

.

. ..

.

.

Th(GL) = PL(T ).

PA の Σ1-健全な再帰的拡大理論 T に対して
Th(GL) = Fr(GL) = PL(T )．
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可証性述語の述語様相論理

.

.

. ..

.

.

QGL を GL の述語様相論理への自然な拡張とする．

Th(QGL), Fr(QGL), PL(T ) を命題論理のときと同様に定める．

.

.

. ..

.

.

述語論理式の算術的解釈は，各 k-変数述語記号に T の言語のある
k-変数論理式を割り当てる．

述語様相論理のクリプキフレームは３つ組 〈W,≺, {Dw}w∈W 〉：
{Dw}w∈W は 空でない集合の族．
∀w,w′ ∈W, w ≺ w′ ⇒ Dw ⊆ Dw′ .

述語様相論理のクリプキモデルは４つ組 〈W,≺, {Dw}w∈W ,
〉：

 は w ∈W と，Dw の元をパラーメタとしてもつ閉論理式の間
の二項関係．

Th(QGL) ⊆ Fr(QGL) ∩ PL(T ) がいえる．

Th(QGL) はあるクリプキモデルのクラスで特徴付けられる．
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可証性述語の述語様相論理

.

定理 (Montagna, 1984)

.

.

.

. ..

.

.

.

. .
1 Fr(QGL) * Th(QGL).

.

.
.

2 PL(PA) * Fr(QGL).

.

系

.

.

.

. ..

. .

PL(PA) * Th(QGL).
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可証性述語の述語様相論理

Montagna は，ある PA の Σ1-健全な再帰的拡大理論 T で
PL(T ) 6= PL(PA) となるものの存在を示した．

.

Montagna の予想 (1984)

.

.

.

. ..

.

.

⋂
{PL(T ) | T : PA の再帰的拡大理論 } = Th(QGL)?
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Montagna は，ある PA の Σ1-健全な再帰的拡大理論 T で
PL(T ) 6= PL(PA) となるものの存在を示した．
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可証性述語の述語様相論理

Montagna は，ある PA の Σ1-健全な再帰的拡大理論 T で
PL(T ) 6= PL(PA) となるものの存在を示した．

.

Montagna の予想 (1984)

.

.

.

. ..

.

.

⋂
{PL(T ) | T : PA の再帰的拡大理論 } = Th(QGL)?

PA の再帰的拡大理論 T とは？
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可証性述語の述語様相論理

.

定理 (Vardanyan, 1985)

.

.

.

. ..

.

.

PL(PA) は Π0
2-完全集合である．

PL(PA) は Σ0
1 集合ではない．

QGL の再帰的拡大理論では PL(PA) を特徴付けられない．

同様の証明法で，

.

.

. ..
.

.

⋂{PL(T ) | T : PA の再帰的拡大 LA-理論 } は Σ0
1 集合ではない．

LA = {+,×, S, 0, <}.

.

系

.

.

.

. ..

.

.

⋂{PL(T ) | T : PA の再帰的拡大 LA-理論 } 6= Th(QGL)．

Th(QGL), Fr(QGL), PL(T ) の間の関係は完全に理解されているわけ
ではない．
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Fr(GL) ⊆ PL(PA) ?

.

定理１ (T.K.)

.

.

.

. ..

.

.

IΣ1 の任意の Σ1-健全な再帰的拡大理論 T に対して，

Fr(QGL) * PL(T ).

.

定理２ (T.K.)

.

.

.

. ..

.

.

⋂{PL(T ) | T : IΣ1 の再帰的拡大 LA-理論 } * Fr(QGL).
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Fr(GL) ⊆ PL(PA) ?

.

定理２の系

.

.

.

. ..

.

.

⋂{PL(T ) | T : IΣ1 の再帰的拡大 LA-理論 } * Th(QGL).

集合どうしの複雑さを比較するのではなく，具体的な例を構成した．
定理の条件を IΣ2 に弱めれば，次の強い形を得る．

.

定理３ (T.K.)

.

.

.

. ..

.

.

⋂{PL(T ) | T : IΣ2 の再帰的拡大 LA-理論 } ∩ Fr(QGL) * Th(QGL).

.

定理４ (T.K.)

.

.

.

. ..

.

.

任意の異なる 0 でない自然数 m,n に対して PL(IΣm) 6= PL(IΣn)．
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Fr(GL) ⊆ PL(PA) ?

定理１の証明のポイント

.

定理１

.

.

.

. ..

.

.

IΣ1 の任意の Σ1-健全な再帰的拡大理論 T に対して，

Fr(QGL) * PL(T ).

.

.

. ..

.

.

B ≡ ∀x∀y(S(y, x) ∧ p(x)→ ♦p(y))，
A ≡ ∀xp(x) ∧ B ∧ �B ∧ ∀x∀y(S(x, y)→ �S(x, y))

∧ ([
∧

Q ])∧ ([¬Con(PA + ∀xConPA(x)) ])

.

.

. ..

.

.

w 
 A⇒ w は算術の超準モデルとなる．

w 
 A となる w ∈W をもてば，W の元の無限上昇列が存在．

∃∗: T -解釈 ∃M: T のモデル s.t. M |= A∗．

このとき ¬A ∈ Fr(QGL)，¬A /∈ PL(T )．
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1. Artemov and Dzhaparidze の結果

.

問題

.

.

.

. ..

.

.

QGL-フレームのクラスを制限して肯定的な結果が出せないか？
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1. Artemov and Dzhaparidze の結果

.

定理 (Artemov and Dzhaparidze, 1990)

.

.

.

. ..

.

.

A: 述語様相文.

A が PA-valid

⇒ A は任意の有限 QGL-フレームで妥当.

(フレームが有限 ⇔ universe と domain がすべて有限)

注意: 逆はいえない (定理 1 の系).
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2. Montagna の問題

.

問題

.

.

.

. ..

.

.

Montagna の予想は成り立つか？

.

.

. ..

.

.

⋂
{PL(T ) | T : PA の再帰的拡大理論 } = Th(QGL)?
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