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.. 個人史をすこし
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指導教授は John T. Baldwin

当初モデル理論の知識はゼロ
日本では神戸大学大学院　教育学研究科　
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.. 1980年代半ばUICでは・・・

UICでの最初の Logic Courseの教科書
Herbert B. Enderton,
A Mathematical Introduction to Logic,
Academic Press, 1972

Baldwinは安定性理論のモノグラフを執筆中
John T. Baldwin,
Fundamentals of Stability Theory, Springer, 1988
Pillayの教科書が出版された頃
Anand Pillay,
An introduction to stability theory,
Clarendon P., Oxford, 1983
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.. Mid-West Model Theory

University of Illinois at Chicago
John T. Baldwin, David Marker
University of Illinois Urbana-Champaign
Lou van den Dries　順序極小理論
University of Notre Dame
Anand Pillay,後に Sergei Starchenko
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.. モデル理論とは

数学的構造Mを考える．
Mの性質を，一階述語論理の文 φで記述し，それらの集合 T
を考える．

文の集合 T で書かれた性質を持つ数学的構造達（T のモデ
ル）について考える．

.
注意..

......

...1 Th(M)を考えているわけではない．

...2 T としては，分かり易く，簡潔なものが望ましい
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.. 初等同値

.
定義..

......

Lを言語とする．A,Bは L-構造とする．任意の L-文 φについて

A |= φ ⇐⇒ B |= φ

であるとき，Aと Bは初等同値であるといい，A ≡ Bと書く．

A ≡ Bということは，Aと Bの性質をLの文では区別できな
いということ．
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.. 同型なモデルは初等同値

.
定理 1...

......

T を L-理論，A,Bを T のモデルとする．

A ≃ B =⇒ A ≡ B

「同型」=「まったく同じ構造」

「まったく同じ構造」ならば「一階述語論理の文では区別で
きない」
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.. 完全な理論

.
定義..

......
T を L-理論とする．T の任意のモデル A, Bが初等同値であると
き，T は完全であるという．

T が完全ということは，数学的対象の性質を，「一階述語論
理」で完全に記述している，ということ．
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.. T のモデルの個数，I(T , κ)

.
定義..

......

T を可算な 1階完全理論，κを無限基数とする．
　　同型を除いた T の濃度 κのモデルの個数（濃度）
を I(T , κ)と書く．

I(T , κ) = 1であるとき，κ-範疇的という．
I(T , κ) = 1ということは，T が濃度 κの数学的対象の性質を
完全に表現しているということ．
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.. 範疇性

.
定理 2 (Morley範疇性定理, 1965).
..

......
ある非可算 κで I(T , κ) = 1ならば，すべての非可算 κで
I(T , κ) = 1．

M. Morley, Categoricity in power, TAMS, 1965

非可算範疇的な理論の例

ACF0：標数 0の代数的閉体の理論
ACFp：標数 pの代数的閉体の理論
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.. 範疇性の意味・意義

「数学的構造を一階述語論理で記述する」という観点に立て
ば，範疇的な理論の一般論を考察することは意味がある．

どのような場合に，理論 T は範疇的になるのだろうか？
「完全な理論」と「範疇的な理論」の違い・・・
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.. Lω1 ωの表現力

.
定理 3 (Scott同型定理).
..

......

Lは一階言語．Aは可算 L-構造．このとき Lω1 ω の文 φが存在し
て，任意の L-構造 Bに対して，

B |= φ ⇐⇒ B ≃ A

言語が豊かになれば，表現力が高まり，数学的対象の性質を
より細かく表現できる．よって「範疇性」に近づく．

Lω ω には「コンパクト性定理」という強力な武器．

Lω ω で数学的対象を記述することを考える．
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モデルの個数を考える
Vaught予想
Martin予想
強Martin予想
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.. Vaught予想

.
予想 4...
......T を完全な可算理論とする．I(T ,ℵ0) > ℵ0ならば I(T ,ℵ0) = 2ℵ0

S. Shelah, L. Harrington and M. Makkai,
A proof of Vaught’s conjecture for totally transcendental
theories, Israel J. M. 1984

Vaught予想が問うているもの・・・理論 T の可算モデル全体
の「空間」（モジュライ空間）の性質？
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.. Martin予想 1

.
定義..

......

T は可算理論，S(T )は可算．Lω ω と {
∧

φ∈p φ : p ∈ S(T )}を含
む，Lω1 ω の最小のフラグメントを L1(T )とする．

.
予想 5...

......

I(T ,ℵ0) < 2ℵ0 とする．T の各可算モデルM に対して，
ThL1(T )(M)は可算範疇的

T の可算モデルの個数が少なければ，T の各モデルの性質を
L1(T )で完全に記述できる，という考え．
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.. Martin予想 2

E. Bouscalen, Martin’s Conjecture for ω-stable theories,
Israel J. M. 1984
C. W. Wagner, On Martin’s Conjecture, Annals of Math.
Logic, 1982
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.. Martinならば Vaught

.
定理 6...
......Martin =⇒ Vaught

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. 強Martin予想 1

.
予想 7 (強Martin予想).
..

......

T は，可算，完全かつ |S(T )| ≤ ℵ0．このとき，(1) I(T ,ℵ0) < 2ℵ
0

かつ T の各可算モデルM に対して，ThL1(T )(M)は可算範疇的
または，
(2) T は L1のなかで 2ℵ0 の異なる拡大を持つ．

T の可算モデルの個数が少なければ，T の各モデルの性質を
L1(T )で完全に記述できる．

T が可算モデルを沢山持てば，T を L1-理論に拡大したとき，
異なるものが沢山ある．
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完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. 強Martin予想 2

線形順序に対する SMC：Wagner, 1982

Ph.D Thesisのテーマにすることを Baldwinに勧められた．
ω-安定理論について証明に取り組む

M. I., On the strong Martin Conjecture, J. S. L., 1991
ω-安定理論に対する強Martin予想の部分解
Shelahの Vaught予想の証明の議論に沿って，L1(T )で議論．

ω-安定理論の可算モデルが沢山あるときに，それらを L1(T )-
理論で区別したい．
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1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. 「分類理論」から「抽象初等クラスの分類理論」へ

S. Shelah, Classification Theory and the Number of
Nonisomorphic Models, North-Holland, 1978
「一階述語論理」で記述された理論を分類する．

S. Shelah, Classification Theory for Abstract Elementary
Classes, Studies in Logic vol. 18 and 20, Col. Pub. 2009
J. T. Baldwin, Categoricity
Univ. Lect. Series, vol. 50, Amer. Math. Soc., 2009
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1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. 話を 1980年代に戻すと・・・

実り豊かな時期．

強極小構造上の幾何学

順序極小理論（構造）

単純理論の登場まであとわずか

Hrushovskiの登場！
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. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. 実数のモデル理論，複素数のモデル理論

実数体 (R,+, ·,0,1, <)を理解する．

RCF：完全，量化記号消去，順序極小理論

複素数体 (C,+, ·,0,1)を理解する．
ACFp（ただし pは 0または素数）：完全，量化記号消去，
非可算範疇的

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌
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1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. 強極小構造

.
定義..

......

Lを可算言語
M は L-構造
M のすべての定義可能部分集合は，有限または補有限である
ときM を強極小構造であるという．

(C,+, ·,0,1)は強極小構造
強極小構造は非可算範疇性の要

強極小構造に対する：Zilber予想（ある種の性質を持つ強極
小構造は，代数的閉体のみ）

Zilber予想に対する反例を Hrushovskiが構成（1980年代終
わり）

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌
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1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. ザリスキー幾何 Hrushovski, Zilber

代数幾何をモデル理論で展開する．アイデアは，1991年に
発表

代数的閉体上の Zariski位相が持つ性質 P を，モデル理論的
に記述．（代数から幾何へ）

強極小構造上M の「位相」を考え，この位相が性質 P をも
てば，M は代数的閉体であることを証明．（幾何から代数へ）
ザリスキー幾何に関しては，Zilber予想が成り立つ．
E. Hrushovski and B. Zilber, Zariski Goemetries, J. of AMS,
1996

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. ザリスキー幾何 Hrushovski, Zilber

代数幾何をモデル理論で展開する．アイデアは，1991年に
発表

代数的閉体上の Zariski位相が持つ性質 P を，モデル理論的
に記述．（代数から幾何へ）

強極小構造上M の「位相」を考え，この位相が性質 P をも
てば，M は代数的閉体であることを証明．（幾何から代数へ）
ザリスキー幾何に関しては，Zilber予想が成り立つ．
E. Hrushovski and B. Zilber, Zariski Goemetries, J. of AMS,
1996

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. ザリスキー幾何 Hrushovski, Zilber

代数幾何をモデル理論で展開する．アイデアは，1991年に
発表

代数的閉体上の Zariski位相が持つ性質 P を，モデル理論的
に記述．（代数から幾何へ）

強極小構造上M の「位相」を考え，この位相が性質 P をも
てば，M は代数的閉体であることを証明．（幾何から代数へ）

ザリスキー幾何に関しては，Zilber予想が成り立つ．
E. Hrushovski and B. Zilber, Zariski Goemetries, J. of AMS,
1996

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. ザリスキー幾何 Hrushovski, Zilber

代数幾何をモデル理論で展開する．アイデアは，1991年に
発表

代数的閉体上の Zariski位相が持つ性質 P を，モデル理論的
に記述．（代数から幾何へ）

強極小構造上M の「位相」を考え，この位相が性質 P をも
てば，M は代数的閉体であることを証明．（幾何から代数へ）
ザリスキー幾何に関しては，Zilber予想が成り立つ．

E. Hrushovski and B. Zilber, Zariski Goemetries, J. of AMS,
1996

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. ザリスキー幾何 Hrushovski, Zilber

代数幾何をモデル理論で展開する．アイデアは，1991年に
発表

代数的閉体上の Zariski位相が持つ性質 P を，モデル理論的
に記述．（代数から幾何へ）

強極小構造上M の「位相」を考え，この位相が性質 P をも
てば，M は代数的閉体であることを証明．（幾何から代数へ）
ザリスキー幾何に関しては，Zilber予想が成り立つ．
E. Hrushovski and B. Zilber, Zariski Goemetries, J. of AMS,
1996

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. 順序極小構造

.
定義..

......

構造 (M, <, · · · )を考える．
M は，順序<に関して稠密かつ端点がないとする．

M のどんな定義可能部分集合も，有限個の開区間と有限個の
点の和集合であるとき，構造M を，順序極小構造と呼ぶ．

実数体 (R,+, ·,0,1, <)は順序極小構造．

.
定理 8 (Pillay, Steinhorn, Knight).
..
......M は順序極小構造，M ≡ N．このとき，N も順序極小構造．
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1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. Wilkieの定理

.
定理 9...
......Rexpはモデル完全，順序極小

1991年に発表，論文掲載は 1996年
A. J. Wilkie, Model completeness results for expansions of the
ordered fields of real numbers by restricted Pfaffian functions
and the exponential function, J. of the A.M.S., 1996
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1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. Pila-Wilkie数え上げ定理

Rは (R,+, ·,0,1, <)の順序極小拡張
.
定理 10 (Pila-Wilkie, 2006).
..

......

X ⊆ Rnは，Rで定義可能．

任意の ε > 0に対して，t0 = t0(ε)が存在して，
任意の t ≥ t0に対して

|X trans(Q, t)| ≤ tε

J. Pila and A. J. Wilkie, The rational points of a definable set,
Duke Math. J., 133, No. 3, 2006, 591-616
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完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

Rexpだけでなく，様々な構造が順序極小になる．

Ran

Ran,exp

などなど・・・

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

Rexpだけでなく，様々な構造が順序極小になる．

Ran

Ran,exp

などなど・・・

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

Rexpだけでなく，様々な構造が順序極小になる．

Ran

Ran,exp

などなど・・・

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

Rexpだけでなく，様々な構造が順序極小になる．

Ran

Ran,exp

などなど・・・

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

「数学の表舞台へ」そして「未来」
モデル理論の数論幾何への応用
モデル理論の「？？？」への応用
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1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. 幾何的Mordell-Lang予想，Hrushovski

.
定理 11 (幾何的Mordell-Lang予想).
..

......

k0 ⊂ K：異なる代数的閉体，Aはアーベル多様体，X は Aの無限
部分多様体．（すべて K 上で定義）
Γはランク有限な A(K )の部分群かつ StabX は有限．このとき (1)
または (2)が成り立つ．
(1) X ∩ Γは X でザリスキー稠密でない．
(2) Aの部分アーベル多様体 B，k0上定義されたアーベル多様体
S，Sの部分多様体で k0上定義されている X0，さらに Bから
S ⊗k0 K 上の同型射 hが存在して，

X = a0 + h−1 (X0 ⊗k0 K
)

E. Hrushovski, The Mordell-Lang conjecture for function fields,
Jour A.M.S, 1996
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.. Hrushovskiのアイデア

X ∩ Γが X で稠密であるときに，k0と同型な体および k0上
定義されている多様体 X0，さらに X0への射 hを，ザリス
キー幾何を用いて，モデル理論的に構成してしまう．

標数 0の時は，Buiumが微分体の理論を用いて解決
Hrushovskiは，Buiumの議論にヒントを得て，ザリスキー
幾何を用いて，正標数，標数 0いずれの場合にも使える議論
で証明した．

現在は，数論幾何の手法で証明されている．

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. Hrushovskiのアイデア

X ∩ Γが X で稠密であるときに，k0と同型な体および k0上
定義されている多様体 X0，さらに X0への射 hを，ザリス
キー幾何を用いて，モデル理論的に構成してしまう．

標数 0の時は，Buiumが微分体の理論を用いて解決

Hrushovskiは，Buiumの議論にヒントを得て，ザリスキー
幾何を用いて，正標数，標数 0いずれの場合にも使える議論
で証明した．

現在は，数論幾何の手法で証明されている．

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. Hrushovskiのアイデア

X ∩ Γが X で稠密であるときに，k0と同型な体および k0上
定義されている多様体 X0，さらに X0への射 hを，ザリス
キー幾何を用いて，モデル理論的に構成してしまう．

標数 0の時は，Buiumが微分体の理論を用いて解決
Hrushovskiは，Buiumの議論にヒントを得て，ザリスキー
幾何を用いて，正標数，標数 0いずれの場合にも使える議論
で証明した．

現在は，数論幾何の手法で証明されている．

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. Hrushovskiのアイデア

X ∩ Γが X で稠密であるときに，k0と同型な体および k0上
定義されている多様体 X0，さらに X0への射 hを，ザリス
キー幾何を用いて，モデル理論的に構成してしまう．

標数 0の時は，Buiumが微分体の理論を用いて解決
Hrushovskiは，Buiumの議論にヒントを得て，ザリスキー
幾何を用いて，正標数，標数 0いずれの場合にも使える議論
で証明した．

現在は，数論幾何の手法で証明されている．

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. Pilaの定理 (2011)

J. Pila
O-minimality and the André-Oort conjecture for Cn

Ann. of Math. 173(2011), 1779-1840


V ⊆ Cn 既約多様体
X ⊆ V「特殊点」の部分集合
X は，稠密（ザリスキー位相で）

=⇒ X も特殊多様体

André-Oort予想の部分解になっている
「一般リーマン予想」など他の予想を仮定していない
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.. Pilaの定理の証明

背理法で示す．

Pila-Wilkie数え上げ定理が，X 上の特殊点の個数の上限を与
える．

整数論の古典的な結果 (Siegelの定理)から，X 上の特殊点の
個数の下限が得られる．

X 自身が特殊多様体でなければ，

（上限）<（下限）

となり矛盾する．よって X は特殊多様体である．
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.. 解析的ザリスキー幾何

解析的構造のモデル理論を構築したい．

代数的閉体上のザリスキー位相はネーター性を持つ．ザリス
キー幾何が成功した大きな理由．

解析的構造上の位相をモデル理論的に記述することは難しい．

B. Zilber, Zariski Geometries, Geometry from Logician’s
Point of View, London Math Soc Lect Note Series, 360,
2010
発展途上の理論！
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.. 量子トーラスのモデル理論

M. I, and Boris Zilber,
Notes on a model theory of a quantum 2-torus T 2

q for
generic q, arXive:1503.06045v1, 2015
モデル理論的手法で量子 2-トーラスを構成し，その Lω1 ω-理
論が非可算範疇的であること，Lω ω-理論が超安定であること
を示した．

.
予想 12...
......量子 2-トーラスは解析的ザリスキー幾何である．

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌



. . . . . .

1980 年代中西部モデル理論
完全な理論，範疇的理論

「数学の表舞台へ」そして「未来」

.. 数学基礎論，モデル理論，Logics，未来

モデル理論は，数学基礎論の一分野なのだろうか

モデル理論が「表舞台の数学」の問題解決手法を提供すると
いうことの意味は？

Lω ω 以外に様々な「ロジック」がある．各「ロジック」でモ
デル理論を考えることが可能

未来は・・・

板井　昌典 1980 年代半ば，米国中西部のモデル理論，そして未来－モデル理論賛歌
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ご清聴ありがとうございました
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