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§0. はじめに

コンパクト Riemann面とその Jacobian の研究をはじめとして、アーベル多様
体とテータ関数や Siegel 上半空間上の保型形式の研究は歴史が古い。例えば、
種数 3 の超楕円でないコンパクトリーマン面の標準モデルは平面 4 次曲線であ
るが、Jacobian の周期を考えることで、そのモジュライ空間は 3 次の Siegel
上半空間のモジュラー群による商として表せる。

本小論では、平面 4次曲線に K3曲面を対応させ、その周期を使ってモジュ
ライ空間が 6次元の複素超球の算術商として表せること、さらに近年 Borcherds
[B1] , [B2] によって得られた IV型有界対称領域上の保型形式論を用いたモジュ
ライの研究の試みを紹介する。

本論に入る前にこの研究の出発点となった 3 次曲面の場合にふれておく。
3 次曲面は有理曲面であり、そのホッジ構造は自明となるためその周期理論は
知られていなかったが、10 年ほど前に Allcock-Carlson-Toledo [ACT] が 3 次
曲面のモジュライ空間を 4 次元 complex ball の算術的部分群による商として
記述することに成功した。さらに、この complex ball は IV 型領域の部分領域
になっているが、Allcock, Freitag [AF] は Borcherds による IV 型領域上の保
型形式を complex ball に制限することで、このモジュライの射影モデルを与え
た。この射影モデルは成木 [N] による Cayley の Cross ratio を用いた射影モ
デルと本質的に一致する。3 次曲面は次数 3 の del Pezzo 曲面である。一方、
平面 4 次曲線で分岐する射影平面の 2 重被覆は次数 2 の del Pezzo 曲面であ
る。3 次曲面と類似の結果が得られないか、という素朴な問いが本研究の動機
である。

本論では、まず §1 で平面 4 次曲線のモジュライが 6 次元の複素超球の算
術商として表せることを述べる。この節の詳しいことは参考文献 [K1] を見ら
れたい。次に §2 で Borcherds の結果をどう使うかを説明する。論文は準備中
であるが未完成である。種数 3 の超楕円曲線の場合には同様の結果を [K2] で
発表済みなので興味のある方はそちらを見られたい。

§1. 平面４次曲線のモジュライと複素超球の算術商

(1) A K3 surface associated to a smooth plane quartic.

C を非特異な平面 4 次曲線とし f(x, y, z) = 0 が定義方程式とする。新たな変
数 t を導入し、4 次曲面

X : f(x, y, z) = t4
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を考えると X は K3 曲面であり、位数 4 の射影変換

(x : y : z : t) → (x : y : z :
√
−1t)

は X の位数 4 の自己同型 σ を引き起こす。X は σ を被覆変換とする射影平
面の C で分岐する 4 次の巡回被覆であるが、その中間の射影平面の C で分岐
する 2 次の被覆を R とすると、R は 2 次の del Pezzo 曲面となることが知ら
れている。さらに R は射影平面の一般の位置にある 7 点の blow up で得られ
ることも知られている（例えば [DO] 参照）。このことから R の Neron-Severi
格子は符号が (1, 7) の odd unimodular 格子と同型である。直線の引き戻しの
class を e0, 7 点の blow up の例外曲線を e1, ..., e7 とすると、{e0, e1, ..., e7} が
Neron-Severi 格子の基底となっている。

一方 X の Neron-Severi 格子 SX は、C が generic な場合、R の二重被
覆であることから符号が (1, 7) の even lattice で

SX
∼= 〈2〉 ⊕ 〈−2〉⊕7

であることが分かる。SX の H2(X,Z) の中での直交補空間 TX は transcen-
dental lattice と呼ばれるが、TX の符号は (2, 12)、det(TX) = ±28 となり、

TX
∼= T = U ⊕ U(2) ⊕ D⊕2

4 ⊕ 〈−2〉⊕2

が成り立つ。ただし U は even unimodular, 符号 (1, 1) の lattice, U(2) は U
の交点形式を 2 倍した lattice, D4 は D4 型の Dynkin 行列を交点行列とする
lattice である。X には自己同型 σ が作用していたが、σ∗ の TX への作用に対
応する lattice T の自己同型を ρ とする。

(2) Period domain.

まず
D = {ω ∈ P(T ⊗ C) : (ω, ω̄) > 0, (ω, ω) = 0}

と置くと、D が上の K3 曲面の周期領域（2 つの IV型有界対称領域の disjoint
union）を与える。今 の場合、K3 曲面だけでなく、K3 曲面とその自己同型 σ
の組みを考えたい。K3 曲面の正則 2 形式 ωX は σ∗ の固有ベクトルになって
いることに注意し、次のように周期領域を定義する。まず ρ の固有空間への分
解は

T ⊗ C = V+ ⊕ V−
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となっている。ただし V± = {ω : ρ(ω) = ±
√
−1ω}とする。ρ の性質から、V±

は共に 7 次元が分かる。V± の点 ω は (ω, ω) = 0 を満たすことが定義から容
易に導ける。従って

B = D ∩ P(V+) = {ω ∈ P(V+) : (ω, ω̄) > 0}

が K3曲面とその自己同型の組みの周期領域である。Lattice T の符合が (2, 12)
であることより、V± 上の Hermitian form (ω, ω̄) の符合は (1, 6) であることが
従う。すなわち適当な座標を選べば

(ω, ω̄) = z0z̄0 − z1z̄1 − · · · − z6z̄6

とでき、さらに z0 = 1 とできるので B は 6 次元 complex ball と同型であ
る。B の各点には（K3 曲面の周期写像の全射性より）K3 曲面が対応している
が、必ずしも ρ は自己同型からひき起こされているとは限らな い。ρ が ample
class を保つという条件が必要となる。いま T の元 r で r2 = −2 のものに対し

Hr = {ω ∈ B : (ω, r) = 0}, H =
⋃

Hr

と置く。ただし r は T の全ての (−2)-vectorを動くとする。すると、ρが ample
class を保つための必要十分条件は ω /∈ H である。
Remark. 簡単な計算で 〈r, ρ(r)〉 = 0 が分かり、従って

δ =
r + ρ(r)
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とおくと δ2 = −1 である。さらに Hr = B ∩ δ⊥ であることも確かめられる。

次に算術的部分群を定義する。まず T ∗ = Hom(T,Z) とすると、AT =
T ∗/T ∼= (F2)

8 が分かる。写像

qT : AT　→ Q/2Z

が qT (x mod T) = 〈x, x〉 mod 2で定義される。AT の指数 2の部分群 A′
T で qT

のそこへの制限が Z/2Z に値を持つものが存在する。すなわち qT | A′
T は F2

上の 7 次元二次形式となる。qT | A′
T は radical 〈κ〉 を持つが、modulo radical

で qT は F2 上の 6 次元 symplectic form を与える。このことから qT の直交
群を O(qT ) と表すと、O(qT ) ∼= Sp(6,F2) · Z/2Z であることが従う。Lattice
T の自己同型全体のなす群を O(T ) で表す。以上の準備の下に

Γ = {γ ∈ O(T ) : γ ◦ ρ = ρ ◦ γ},
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Õ(T ) = Ker{O(T ) −→ O(qT )},

Γ′ = Γ ∩ Õ(T )

と置く。写像 Γ → O(qT ) は全射であり、従って

Γ/Γ′ ∼= O(T )/Õ(T ) ∼= O(qT ) ∼= Sp(6,F2) · Z/2Z

が成り立つ。Γ は Aut(B) の部分群で properly discontinuous に B に作用して
いる。まとめると

Proposition([K1]). 非特異な平面 4 次曲線のモジュライ空間から (B −H)/Γ
への同型写像が上の構成で与えられる。さらに曲線のレベル 2 構造つきのモ
ジュライ空間から (B − H)/Γ′ への O(qT )-equivariant な同型写像も引き起こ
される。

(3) Discriminant locus.

上では非特異な 4 次曲線に対応する K3 曲面の周期が B −H に含まれること
を見た。H は T の元 r で r2 = −2 で決まるが、このような r は 2 つの軌道
からなる。r/2 ∈ T ∗ または r/2 /∈ T ∗ かの二つの場合に対応する。ところで
AT = T ∗/T ∼= (F2)

8 は次のベクトルから成る：

Type (00) : x = 0, #x = 1 ;
Type (0) : x 6= 0, qT (x) = 0, #x = 63 ;
Type (1) : qT (x) = 1, x 6= κ, #x = 63;
Type (10) : x = κ, #x = 1;
Type (3/2) : qT (x) = −1/2, #x = 72;
Type (1/2) : qT (x) = −3/2, #x = 56.

r/2 /∈ T ∗ の場合、δ = r+ρ(r)
2 は Type (1) のベクトルであり、r/2 ∈ T ∗ の場

合、r/2 は Type (3/2) で、対応する δ は Type (10) である。H は modulo Γ′

で 63 個の成分と 36(=72/2) 個の成分から成る。63個の成分は射影平面の 7
点が一般の位置でなくなる 63個の条件、すなわち (i) 二点が一致する（21通
り）、三点が直線上にある（35通り）、6 点が二次曲線上にある（7通り）に対
応している。別な言い方をすると因子

ei − ej , 1 ≤ i < j ≤ 7;

e0 − ei − ej − ek, 1 ≤ i < j < k ≤ 7;
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2e0 − e1 − e2 − e3 − e4 − e5 − e6 − e7 + ei

が effective であることに対応している。また 36 個の成分は、種数 3 の曲線の
レベル 2 構造付きのモジュライ空間の中の超楕円曲線のなす 36個の既約成分
に対応している。

§3 保型形式

この節では、Borcherds [B1] の IV 型対称領域上の保型形式論を用いた B 上の
保型形式の構成について述べる。

(1) Lifting.

一変数の modular formは cuspの回りで Fourier展開が考えられる。IV型有界
対称領域Dの場合は、次のように 1次元の boundary component（cuspの一般
化）の回りで Fourier-Jacobi 展開をもつ。まず１次元の boundary component
に対しD は次のように表示できる（一変数の場合の上半平面 H+ に相当する）：

D : Im(τ) · Im(w) − Q(Im(z1), ..., Im(zn)) > 0, Im(τ) > 0.

ここで τ, w ∈ H+, z = (z1, ..., zn) ∈ Cn とし、Q はQ上定義された正定値の
二次形式である。F を D 上のある算術的部分群に関する重さ kの保型形式と
するとき

F (τ, z, w) =
∑

m≥0

θm(τ, z)exp(mw)

と展開され、係数に現れる θm(τ, z) を重さ k, 指数m の Jacobi form と呼ぶ。
逆に 1 変数の重さ kの保型形式 f が与えられた時、これに適当なテータ

関数を掛けることで重さ k,指数 1 の Jacobi form が得られる。これに Hecke
作用素を施すことで 指数 k の Jacobi form が得られる。これらを足し上げて
D 上の保型形式を構成するプロセスを (additive) Liftingと呼ぶ。IV型の場合
は Gritsenko等の仕事があったが、Borcherds [B1]が一般化している。

(2) Weil representation.

Lifting を構成する場合 1変数の保型形式そのものではなく、ベクトル値の保
型形式を考える方が都合が良い。そこで AT = T ∗/T の群環 C[AT ] を考える。
α ∈ AT に対し、対応するC[AT ]の生成元を eα とし、SL(2,Z)の C[AT ]への

表現 ρ を次のように定義する。SL(2,Z) の生成元として
(

1 1
0 1

)

,

(

0 −1
1 0

)

を考え、

ρ(

(

1 1
0 1

)

)eα = eπ
√
−1〈α,α〉eα; ρ(

(

0 −1
1 0

)

)eα =

√
−1

16

∑

δ

e−2π
√
−1〈δ,α〉eδ
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で ρを定義する。SL(2,Z)の作用の代わりに、実際は、SL(2,Z/4Z)の作用を考

えればよい。この SL(2,Z/4Z)の表現を既約表現に分解したとき、ρ(

(

1 1
0 1

)

)

および ρ(

(

0 −1
1 0

)

) が共に −
√
−1 倍で作用する 1 次元既約表現の 15 個の

コピーの直和と成っている 15次元の部分空間 W ⊂ C[AT ] が存在することが、
計算で分かる。C[AT ]には O(qT ) が自然に作用しているが、ρ の作用と可換
である。従って O(qT ) は W に作用しているが、この作用は既約である。

(3) Automorphic forms.

正則写像
f : H+ → C[AT ]

が重さ k の ρ に関するベクトル値保型形式であるとは、M =

(

a b
c d

)

∈
SL(2,Z) に対して

f(Mτ) = ρ(M)(cτ + d)kf(τ)

が成り立つときをいう。
η(τ) を Dedekind の eta 関数とすると、θ ∈ W に対し η(τ)−6θ は重さ

−3 の ρ に関する保型形式である。(1)で述べた Lifting を使うことで O(qT )-
equivariant な線形写像

φ : W → W2(Õ(T ))

を得る。ただし W4(Õ(T )) は Õ(T ) に関する meromorphic な重さ 2の D 上
の保型形式のなすベクトル空間で、その上には O(qT ) ∼= O(T )/Õ(T ) が自然に
作用している。φは単射が分かり、このようにして重さ 2の保型形式のなす 15
次元のベクトル空間 φ(W )を得る。

Linear system φ(W ) の性質を調べる必要があるが、そのために良い性質
を持つ保型形式をこの中から探すことから始める。そのために少しことばを用
意する。

(AT , qT )の 3次元部分空間 V で互いに直交する 3つの non-zero isotoropic
vectors で生成される 3 次元部分空間 I を maximal totally isotropic subspace
と呼ぶ。V = 〈I, κ〉 とおくと、 α ∈ AT で qT (α) = 3/2, 〈α, c〉 = 0, c ∈ I を
満たすものが V を法として一意的に存在する。そこで

M+ = {α + c : c ∈ I}, M− = {α + c + κ : c ∈ I},

θV =
∑

β∈M+

eβ −
∑

β∈M
−

eβ ∈ C[AT ]
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と定めると次が成り立つ：

Lemma. (1) θV ∈ M ;
(2) ta(θV ) = −θV , (a ∈ V, qT (a) = 1). ここで ta は ta(x) = x + 〈a, x〉a

で定まる O(qT ) の元である。

ta は O(T ) の元にリフトできる。すなわち r を T の元で r2 = −2 のベク
トルで r+ρ(r)

2 mod T = a を満たすものを取ると、 δ = r+ρ(r)
2 に付随した鏡映

sδ(x) = x +
〈x, δ〉

2
δ

が AT 上 ta を引き起こす。η(τ)−6θV の lifting を FV と表すと、FV は重さ
2 の D 上の meromorphic な保型形式であるが、Lifting が O(qT )-equivariant
であることと、上の Lemma, (2) より因子 (FV ) は少なくとも

∑

a∈V, qT (a)=1

Da

を含む。但し
Da =

∑

δ

δ⊥

は可算無限個の超平面の和集合である。ここで δ は δ2 = −1 且つ δ mod T = a
を満たす T のベクトル全体を動く。

D1 を Da 全体 (a が Type (1) の AT のベクトル全体を考える) の和とす
る。同様に D10 = Dκ と表す。また Type (1/2), (3/2) のベクトル a に対し、
それぞれ T の元 δ で δ mod T = a 且つ δ2 = −3/2,−1/2 を考えることで、
D1/2, D3/2 が定義される。

この記号を用いると、Borcherds [B1] の Theorem 14.3 より、 FV の極は
θV の support に現れる 16個の長さ −1/2 のベクトル a に付随した Da に沿っ
た 2次の極から成ることが従う。

FV の零点を決定するために Borcherds [B1], [B2], Freitag [F] の無限積表
示を持つ保型形式の理論を使う。詳しいことは省略するが、結果は以下の通り
である。

Theorem. 因子

D = m1D1 + m10D10 + m1/2D1/2 + m3/2D3/2
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を考える。条件

7m1 + m10 + 4m3/2 = 0, −9m1 + m10 + 32m1/2 = 0

が成り立てば、D は D 上の meromorphic な保型形式（O(T ) の指数有限の部
分群に関する）の因子であり、その重さは

2 · 32m1 + 25 · 5m1/2

で与えられる。

特に次を得る：

Corollary. D 上の重さ 18 の meromorphic な保型形式 Θ でその因子が

D1 + 9D10 − 4D3/2

で与えられるものが存在する。

Corollary を用いることで、FV の因子を決定することができる。今 Ψ を全て
の V にわたる FV の積とする。Maximal totally isotropic subspaces の個数が
135 個である。各 V には κ が含まれ、その他丁度 7個の qT (a) = 1, a 6= κ を
満たすものが含まれることから、Ψ は重さ 270で各 Da (qT (a) = 1, a 6= κ)上
で少なくとも重複度 135 × 7/63 = 15 で零、Dκ 上で少なくとも重複度 135 の
零を持つ。さらに 各 Da (qT (a) = −1/2)上で重複度 135 × 16 × 2/72 = 60 の
極を持つ。一方で Θ15 は Ψ と同じ重さで各 Dα(qT (a) = 1, a 6= κ) 上で丁度
重複度 15で零、Dκ 上で丁度重複度 135 の零を持ち、Da (qT (a) = −1/2)上
で重複度 135 × 16 × 2/72 = 60 の極を持つ。よって比を取り Koecher 原理を
用いる事で Θ15 と Ψ は定数倍の違いであることが分かる。以上から FV の零
点が完全に決まった。

15次元の保型形式からなる linear system φ(W ) を B に制限することで
O(qT )-equivariant な有理写像

Φ|φ(W )| : B/Γ′ → P14

が定まる。qT の有限幾何的な性質から、この有理写像の像は 63 個の三次関係
式を満たすことが分かる。Φ|φ(W )| がその像の上への双有理写像にならないか
は次の問題であるが、まだ未解決である。

8



Remark. Coble [C], [DO] は Göpel 関数を使ったレベル 2 構造付きの平面
4 次曲線のモジュライの P14 への W (E7)-equivariant な 有理的な埋め込み
で、その像が 63 個の三次関係式を満たすものを与えている。ここでW (E7) は
E7 型ルート系のワイル群であるが、O(qT ) ∼= W (E7) である。それだけでなく
Göpel 関数も maximal totally isotropic subspace I に対して定義される。これ
から上の Φ|φ(W )| は Coble の与えた有理写像と一致することが予想されるが、
この予想も未解決である。
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