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1 はじめに
本稿では空間 1次元における単独の反応拡散方程式

ut = uxx + f (u), x ∈ R, t > 0 (1.1)

の進行波の存在および安定性に関する事項の概説を行う. 非線形項 f (u)はC1級で

(F1) f (0) = f (1) = 0

(F2) ∃a ∈ [0, 1) s.t. f (u) ≤ 0 in [0, a], f (u) > 0 in (a, 1).

(F3)
∫ 1

0
f (u) du > 0.

をみたすとする. 典型的な例として,以下の 3タイプが挙げられる.

(i) 双安定型 : ∃a ∈ (0, 1) s.t. f (u) < 0 in (0, a), f (u) > 0 in (a, 1).

(ii) 単安定型 : f (u) > 0 in (0, 1).

(iii) 燃焼型 : ∃a ∈ (0, 1) s.t. f (u) = 0 in [0, a], f (u) > 0 in (a, 1).

進行波とは,形を変えずに一定速度で伝播する解で,

u(x, t) = φ(x − ct) (1.2)

という形で表される. このとき, φ = φ(ξ)を進行波のプロファイル, cを進行波の速度
と呼ぶ. (1.2)を (1.1)に代入することにより, (φ(ξ), c)は次を満たすことが要請される.

φ′′ + cφ′ + f (φ) = 0, ξ ∈ R. (1.3)

また,本稿では方程式 (1.1)の 0と 1を結ぶ進行波についてのみ考察するため,以下の
条件を課す.

φ(−∞) = 1, φ(+∞) = 0. (1.4)

このとき,進行波は 2つの定常状態 1と 0を結ぶ遷移過程を表す (1.2)の解となる.
進行波の速度について次が成り立つことが容易に示される.
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Lemma 1.1. 仮定 (F1)-(F3)の下で, (φ(ξ), c)が (1.3)-(1.4)を満たすならば, c > 0で
ある.

Proof. (1.3)に φ′をかけて R上積分することで

c =

∫
R
φ′(ξ)2 dξ∫ 1

0
f (u) du

> 0

を得る. □

(1.3)-(1.4)を 1階ODEの連立系φ
′ = ψ,

ψ′ = − f (φ) − cψ,
(1.5)

に変換することにより, (1.2)の進行波の存在は (1.5)の解で

(φ, ψ)(−∞) = (1, 0), (φ, ψ)(+∞) = (0, 0) (1.6)

をみたすもの,すなわち (1.5)の平衡点 (1, 0)と (0, 0)を結ぶヘテロクリニック軌道の
存在に帰着される. 以下,相平面解析により, (1.5)-(1.6)の解の存在を示す.

Remark 1.2. c = 0のとき, (1.5)はHamilton系となる. 実際,

V(φ, ψ) :=
1
2
ψ2 + F(φ), F(φ) :=

∫ φ

0
f (s) ds (1.7)

とおくと, (1.5)(ただし c = 0)の解 (φ, ψ)(ξ)に対し,

d
dξ

V(φ(ξ), ψ(ξ)) = 0 (1.8)

が成り立ち,解軌道は Vの等高線内にあることがわかる.

2 進行波の存在

2.1 相平面解析

(1.5)の平衡点 (1, 0), (0, 0)の周りの解軌道の様子を調べるために線形化方程式

d
dξ

Φ
Ψ

 =  0 1
− f ′(α) −c

 Φ
Ψ

 (2.1)

の解析を行う (ただし, α = 1 or 0). 右辺の行列の固有値および対応する固有ベクトル
は次で与えられる.

λ±α =
−c ±

√
c2 − 4 f ′(α)
2

. v±α =
 1
λ±α


.
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図 1: 双安定型の相平面 : (左上) 0 < c < c∗, (右上) c = c∗, (左下) c > c∗.
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(i) 双安定型

f ′(0) < 0, f ′(1) < 0を仮定すると, λ−α < 0 < λ+α (α = 0, 1)となるので, (1, 0), (0, 0)
はともにサドルになる. したがって, (1, 0)と (0, 0)を結ぶヘテロクリニック軌道
の存在は, (1, 0)の不安定多様体Wu((1, 0))と (0, 0)の安定多様体W s((0, 0))が交
わることと同値である.

(ii) 単安定型

f ′(0) > 0 > f ′(1)を仮定する. このとき, λ−1 < 0 < λ+1 より (1, 0)はサドルである.
(0, 0)については, cの値によって状況が変わる.

(ii-a) c > 2
√

f ′(0)のとき, λ−0 < λ
+
0 < 0より, (0, 0)は安定ノードになり, (0, 0)の安

定次元が 2なので, cの値によらず (1, 0)と (0, 0)を結ぶヘテロクリニック軌
道が存在することが期待される. このとき, v±0 に沿うφの挙動はφ(ξ) ≈ eλ

±
0 ξ

(ξ → +∞)である.

(ii-b) c = 2
√

f ′(0)のとき, λ±0 = −c/2 < 0 (重解)で, (0, 0)の安定次元は 2である.

(ii-c) 0 < c < 2
√

f ′(0)のとき, λ±0 < R, Re λ±0 = −c/2 < 0より, (0, 0)は安定スパ
イラルになる. この場合,解軌道が (0, 0)に漸近するときに {φ < 0}の領域
に入るので,解の非負性が要請される生物モデルとしては不適となる.

図 2: 単安定型の相平面 : (左上) 0 < c < c∗, (右上) c = c∗, (左下) c > c∗.
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(iii) 燃焼型

f (u) = 0 in [0, a]より,相平面の領域 {0 < φ < a}では, φ′′ + cφ′ = 0, φ(+∞) = 0
より,解軌道は傾き −cの直線として (0, 0)に漸近する.

また,各タイプに共通する解軌道の性質として,次が挙げられる.

• 初期値および cに連続的に依存する.

• 異なる解軌道は交わらない ( f ∈ C1より解の一意性が従う).

2.2 Wu(1, 0)上の解軌道の振る舞い

本節では, c ≥ 0を変化させることで, (1, 0)の不安定多様体Wu(1, 0)がどのように
変化するかについて考察する. (1.5)より,相平面内の解軌道が表す曲線 ψ = ψ(φ)は

dψ
dϕ
= −c − f (φ)

ψ
(2.2)

を満たす. 以下の議論では, f ′(0) = 0 and/or f ′(1) = 0の場合も含まれていることに注
意する.

(1) c = 0のとき, (F3)および (1.8)より解曲線は

1
2
ψ2 + F(φ) = F(1) > 0

で表され,以下を満たす.

• ψ < 0である限りは φは減り続ける.

• φが有界であれば ψも有界である.

• 点 (α, 0) (0 ≤ α < 1)を通らない (∵ F(α) < F(1)).

よって, Wu(1, 0)は
(
0,−
√

2F(1)
)
でψ軸と交わり, (0, 0)には漸近しないことがわかる.

次に c > 0を大きくしていく. cを変えても (1, 0)の周りの解軌道の様子は変化し
ないので, cを大きくしたときにWu(1, 0)が (α, 0) (α ∈ (0, 1))で φ軸と交われば,中間
値の定理よりWu(1, 0)が (0, 0)に漸近するような c > 0が存在する.

Remark 2.1.

• c > 0のとき,
d
dξ

V(φ(ξ), ψ(ξ)) = −cψ(ξ)2 < 0 (ψ , 0)

であるから,解軌道は Vの等高線より内側に入っていく.

• c = 0のときの考察および解軌道の cに関する連続依存性により,ある c1 > 0が
存在して c ∈ [0, c1)に対しては (1, 0)と (0, 0)を結ぶヘテロクリニック軌道は存
在しない.
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(2) c2 > 4 f ′(0)かつ c > 0のとき1,

σ := sup
u∈(0,1]

f (u)
u

> 0 (2.3)

とおくと, f (u) ≤ σu (u ∈ [0, 1])が成り立つので, (1.5)の (0,−ν) (ν > 0)を通る解軌道
のグラフを ψ = gc(φ) (gc < 0)とおくと, (2.2)より

dgc

dφ
= −c − f (φ)

gc(φ)
≤ −c − σφ

gc(φ)
,

gc(0) = −ν.
(2.4)

ここで c2 > 4σ(≥ 4 f ′(0))をさらに仮定し, hc(φ) = −1
2

(
c +
√

c2 − 4σ
)
φとおくと,

dhc

dφ
= −1

2

(
c +
√

c2 − 4σ
)
= −c − σφ

hc(φ)
,

hc(0) = 0
(2.5)

が成り立つので, 相平面において gcのグラフは hcのグラフ (直線)の下に必ずある.
ν↘ 0とすると, gcのグラフは ξ → ∞で (0, 0)に漸近する解軌道 Tcに収束するので,
Tcは hcのグラフの下にあることがわかる2. したがって, (1,−µ) ∈ Tcをみたす µ > 0
が存在する. そこで,

c∗ := inf{c > 0 | c2 > 4 f ′(0), (1,−µ) ∈ Tc (∃µ > 0)} (2.6)

とおくと,これまでの考察により c∗はwell-definedである.

Case 1: (c∗)2 > 4 f ′(0).
Tc∗が I := {(α, 0) | 0 < α ≤ 1}と交わらないと仮定すると, c ⪅ c∗に対しても Tcも同
じ性質を持つが,これは c∗が下限であることに矛盾する. よって, Tc∗は Iと交わらな
ければならない. ξ = ∞から ξを小さくしていき,最初に Tc∗ が Iと交わる点を (β, 0)
(0 < β ≤ 1)とする. このとき,次が成り立つ.

Lemma 2.2. β = 1.

Proof. Tc∗の解軌道のグラフを ψ = ψ∗(φ)とおくと, 0 < φ < βでは ψ∗ < 0なので,

dψ∗

dφ

∣∣∣∣∣
φ=β

= −c∗ − f (φ)
ψ∗(φ)

∣∣∣∣∣
φ=β

≥ 0

でなければならない. これより, f (β) ≥ 0が得られる.
β < 1と仮定する. このとき, (F2)より ∃γ ∈ (β, 1) s.t. f (γ) > 0となるが, (γ, 0)を通
る (1.5)の解軌道は Tc∗ より下にある. ところが, Tc∗ は ξ → ∞で (0, 0)に近づく解軌
道のうちで最も下にあるので, (γ, 0)を通る解軌道は ψ軸の負の部分と交わる. した
がって,連続依存性より c ⪆ c∗に対しても (γ, 0)を通る解軌道は同じ性質を持つこと
になり, c∗の定義に矛盾する.
したがって, β = 1が得られる. □
1 f ′(0) ≤ 0のときは c > 0と同値
2構成法より, Tc は (0, 0)に漸近する解軌道のうちで最も下にある.
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この Lemmaにより, Tc∗は (1, 0)と (0, 0)を結ぶヘテロクリニック軌道となるので,
(1.1)の速度 c∗の進行波が存在することが示された.

Case 2: (c∗)2 = 4 f ′(0).
このとき, f ′(0) > 0, f (u) > 0 in (0, 1),かつ c∗ > 0であることに注意する. c > 0に
対し, S cを ξ → −∞で −v+1 に沿って (1, 0)に漸近するWu(1, 0)上の解軌道とすると,
S cは {(α, 0) | 0 < α < 1}と交わることができない. なぜならば, S cが ξ = −∞から ξ

を大きくしていき最初に ξ = ξ0のときに (α, 0) (α ∈ (0, 1))で φ軸と交わるとすると,
ψ′(ξ0) = − f (α) < 0となり矛盾するからである.

S c∗ が ψ軸の負の部分と交わるとすると, 連続依存性より c ⪆ c∗に対しても S cは
同じ性質を持つが,このとき異なる軌道 Tcと S cが交わるので矛盾. したがって, S c∗

は (0, 0)に漸近することがわかり, S c∗ が (1, 0)と (0, 0)を結ぶヘテロクリニック軌道
となる. すなわち, (1.1)の速度 c∗の進行波が存在することが示された.

Remark 2.3. (c∗)2 = 4 f ′(0)のとき, Tc∗ = S c∗が成り立つとは限らない. 実際, f ′(0) > 0
かつ f (u) ≤ f ′(0)uが成り立つとき, σ = f ′(0)となる. このとき, Case 1のときと同
じ考察により, ∀c > c∗に対し (このとき c2 > 4σ), Tcより上に直線 lc : ψ = −1

2 (c +√
c2 − 4σ)φがあることがわかるので, c↘ c∗とすることで Tc∗の上に直線 lc∗がある.
一方, S c∗は lc∗の上にあるので, Tc∗ , S c∗である.

以上の考察をまとめると, (1.1)の進行波の存在に関する次の定理が導かれる.

Theorem 2.4. (F1)-(F3)を仮定し, c∗ > 0を (2.6)で定義する.

(i) (1.1)の速度 c∗の進行波 u(x, t) = φ(x − c∗t)が存在する.

(ii) a > 0 (i.e. 双安定型 or燃焼型)のとき, 1と 0を結ぶ進行波は平行移動を除いて
一意である. 特に,速度は c∗に一意的に定まる.

(iii) a = 0 (i.e. 単安定型)のとき, ∀c ≥ c∗に対して速度 cの進行波が平行移動を除い
て一意に存在する. また, c < c∗に対しては速度 cの進行波は存在しない.

(iv) すべての進行波のプロファイルは ξに関して狭義単調減少である.

Proof. (i)すでに示されている.
(ii) (1.1)の 2つの進行波φ(x− c jt) ( j = 1, 2)が存在したとする. 対応する (1.5)- (1.6)

(c = c1, c2)の解軌道を ψ = ψ j(φ) < 0 ( j = 1, 2)とおくと, (2.2)より,

d
dφ

(ψ1(φ) − ψ2(φ)) = −(c1 − c2) +
f (φ)

ψ1(φ)ψ2(φ)
(ψ1(φ) − ψ2(φ)) .

よって, A(φ) :=
f (φ)

ψ1(φ)ψ2(φ)
とおくと,

d
dφ

(
(ψ1 − ψ2) exp

(
−

∫ φ

a
A(s) ds

))
= −(c1 − c2) exp

(
−

∫ φ

a
A(s) ds

)
. (2.7)
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ところが, c1 , c2のとき, A(s) > 0 in (a, 1), A(s) ≤ 0 in (0, a)に注意すると,

(ψ1 − ψ2) exp
(
−

∫ φ

a
A(s) ds

)
→ 0 (as φ→ 0, 1)

が成り立つので (2.7)の右辺が定符号であることに矛盾する. したがって, c1 = c2で
なければならない. このとき, (2.7)よりψ1 ≡ ψ2が成り立つので, 2つの解軌道は一致
する.

(iii)速度 c∗の進行波の存在はすでに示されている. (1.5)の (0,−ν) (ν > 0)を通る解
軌道のグラフを ψ = gc(φ)とする. このとき, (i)と同様の議論により, c1 > c2に対し

d
dφ

(
gc1 − gc2

)
= −(c1 − c2) + B(φ)

(
gc1 − gc2

)
, B(φ) :=

f (φ)
gc1(φ)gc2(φ)

> 0. (2.8)

が成り立つので,

d
dφ

(
(gc1 − gc2) exp

(
−

∫ φ

0
B(s) ds

))
= −(c1 − c2) exp

(
−

∫ φ

0
B(s) ds

)
< 0.

これと gc1(0) = −ν = gc2(0)より, gc1(φ) < gc2(φ) (∀φ > 0)を得る. よって, (2.8)より,

gc1(φ) − gc2(φ) < −(c1 − c2)φ (∀φ > 0).

ν ↘ 0のとき, gc のグラフは Tc に収束するので, 上の式は Tc1 が Tc2 の下にあって
(0, 0)以外では交わらないことを示している.

c > c∗のとき, 上の考察により Tcは Tc∗ より下にあるので, (1,−µ) ∈ Tcを満たす
µ > 0が存在する. このとき, ξ → −∞で (1, 0)に漸近する解軌道 S cは Tcよりも上に
あり,しかもすでに議論したように {(α, 0) | 0 < α < 1}と交わることができないので,
S cは ξ → ∞のとき (0, 0)に漸近する. すなわち, S cが (1.1)の速度 cの進行波に対応
するヘテロクリニック軌道となる.
次に, c < c∗のとき速度 cの進行波が存在しないことを示す. c∗ = 2

√
f ′(0)のと

きは, (0, 0)における線形化の議論により, 符号変化が生じるので不適である. また,
c∗ > 2

√
f ′(0)のとき,ある c < c∗に対して速度 cの進行波が存在したとすると,対応

する (1.5)の解軌道よりも Tcは下にある (一致する可能性もある). ところが,上の議
論により, c0 ∈ (c, c∗)に対し, (1,−µ) ∈ Tc0 をみたす µ > 0が存在するので, c∗の最小
性に矛盾する. したがって,速度 c < c∗の進行波は存在しない.

(iv)構成法より (1, 0)と (0, 0)を結ぶヘテロクリニック軌道は {ψ < 0}内にあるので
明らか. □

3 線形予測
Theorem 2.4より,非線形項 f が単安定型 (i.e. a = 0)の場合は (2.6)で定義される

c∗(≥ 2
√

f ′(0))が進行波の最小速度を与えていることがわかる. 一方で, (1.5)の平衡
点 (0, 0)の周りの解軌道の様子は,前節で見たように c = 2

√
f ′(0)を境に大きく変化

している. これらの事実から
c∗ = 2

√
f ′(0) (3.1)
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が成り立つのではないかと想像される. このように,安定平衡点と不安定平衡点を結
ぶ進行波の速度が不安定平衡点における線形化固有値の情報で決定されるという予
想を線形予測 (linear determinacy)と呼び,さまざまな反応拡散系の進行波に対して研
究が盛んに行われている. (1.1)に対しては,以下の結果が得られている.

Theorem 3.1. f は単安定型 (a = 0)とし,さらに次を満たすとする.

0 < f (u) ≤ f ′(0)u (∀u ∈ (0, 1)) (3.2)

このとき, (3.1)が成り立つ.

この定理を示すために,以下を準備する.

Proposition 3.2 ([4], Theorem 8). f は (F1)-(F3)を満たし,さらに f ′(0) > 0を仮定す
る. このとき, (2.6)で定義される c∗に対し,

c∗ = inf
ρ∈X

sup
u∈(0,1)

{
ρ′(u) +

f (u)
ρ(u)

}
(3.3)

が成り立つ. ただし,

X =
{
ρ ∈ C1[0, 1] | ρ(0) = 0, ρ′(0) > 0, ρ(u) > 0 in (0, 1]

}
.

Proof. ここでは, (左辺)≤(右辺)のみを示す3. ρ ∈ Xを固定し, c > 0を

ρ′(u) +
f (u)
ρ(u)

< c in (0, 1) (3.4)

を満たす定数とする. このとき, ξ → −∞で (1, 0)に漸近する (1.5)の解軌道 S cのグ
ラフを ψ = ψc(φ)とすると,前節で見たように S cは {(α, 0) | 0 < α < 1}と交わらない
ので, ψc(0) ≤ 0が成り立つ.
ψc(0) < 0と仮定すると, ρ ∈ Xより ψc(α) = −ρ(α)を満たす α ∈ (0, 1)が存在する
が,このとき (3.4)より

dψc

dφ
(α) = −c − f (α)

ψc(α)
= −c +

f (α)
ρ(α)

< −ρ′(α)

が成り立つので, ψcと −ρのグラフの位置関係に矛盾する. よって, ψc(0) = 0であり,
S cは (1.1)の速度 cの進行波に対応する (1.5)の (1, 0)と (0, 0)を結ぶヘテロクリニッ
ク軌道となる. したがって, c∗ ≤ cが成り立つ.

cのとり方と ρ ∈ Xの任意性より, (左辺)≤(右辺)が示される. □

Proof of Theorem 3.1. c∗ ≤ 2
√

f ′(0)を示せばよい. ρ0(u) :=
√

f ′(0) uとおくと,明らか
に ρ0 ∈ Xであり, Proposition 3.2および (3.2)より

c∗ ≤ sup
u∈(0,1)

{
ρ′0(u) +

f (u)
ρ0(u)

}
= 2

√
f ′(0)

を得る. □
3Theorem 3.1の証明にはこれだけでよく,さらに f ′(0) > 0の仮定も不要
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Remark 3.3. 線形予測 (3.1)が成り立つための条件 (3.2)は, KPP (Kolmogorov-Petrovsky-
Piskunov)条件4と呼ばれる. KPP条件が成り立たないときに線形予測が成り立たな
い次の例はHadeler-Rothe[4]による.

fk(u) := u(1 − u)(1 + ku) (k ≥ −1)とおく. このとき, 2
√

f ′(0) = 2であるが,

c∗ =


2, (−1 ≤ k ≤ 2)
k + 2
√

2k
, (k > 2)

となり, k > 2のとき c∗ > 2なので線形予測は成り立たない.

c∗の上からの評価については次の結果がある.

Proposition 3.4. σ := supu∈(0,1)
f (u)
u

> 0とおくと, c∗ ≤ 2
√
σが成り立つ.

Proof. ρ(u) = γu (γ > 0)とおくと, ρ ∈ Xで,

c∗ ≤ ρ′(u) +
f (u)
ρ(u)

≤ γ + σ
γ
.

右辺を γ > 0について最小化することで, c∗ ≤ 2
√
σを得る. □

4 非線形拡散に対する進行波
次に, 非線形拡散の場合の進行波について考察する. 双安定型非線形項の場合,

Oshiro[6]によって,進行波の存在が調べられている.

ut = (D(u))xx + f (u), x ∈ R, t > 0. (4.1)

を以下の仮定の下で考える.

(A1) D ∈ C1[0, 1] ∩C2(0, 1), D(0) = 0, D′(u) > 0 in (0, 1], lim
u→0

uD′′(u) = 0 5.

(A2) f ∈ C2[0, 1], f (0) = f (a) = f (1) = 0 (0 < a < 1), f ′(0) < 0, f ′(1) < 0,
f (u) < 0 in (0, a), f (u) > 0 in (a, 1).

(A3)
∫ 1

0
D′(u) f (u) du > 0.

典型的な例として, D(u) = um (m > 1), f (u) = u(1 − u)(u − a)が挙げられる.

Definition 4.1. u(x, t) = φ(x − ct)が (4.1)の 1と 0を結ぶ進行波であるとは, ∃ξ∗ ∈
(−∞,∞]に対し (φ(ξ), c)が次を満たすときをいう.

(D(φ))′′ + cφ′ + f (φ) = 0, ξ ∈ (−∞, ξ∗), , (4.2)

φ(−∞) = 1, φ(ξ∗) = 0, (4.3)

0 ≤ φ ≤ 1. (4.4)
4彼らの論文 [5]で示された条件は (3.2)よりも少し強い.
5論文 [6]では最後の仮定はされていないが,証明のためには必要と思われる.
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Remark 4.2. (4.1)の拡散項は

(D(u))xx = (D′(u)ux)x = D′(u)uxx + D′′(u)(ux)2

となるので, D′(0) > 0のときは非退化型, D′(0) = 0のときは退化型となる. Porous
media方程式 (D(u) = um, m > 1)などの退化型方程式については,解の有限伝播性を
考慮した進行波の定義 (ξ∗ < ∞)となっている.

(4.1)の進行波の速度について次が成り立つ.

Lemma 4.3. 仮定 (A1)-(A3)の下で, (φ(ξ), c)が (4.2)-(4.4)を満たすならば, c > 0.

Proof. (4.2)に D′(φ)φ′をかけて (−∞, ξ∗)上積分することで

c =

∫ ξ∗

−∞ D′(φ)φ′(ξ)2 dξ∫ 1

0
D′(u) f (u) du

> 0

を得る. □

4.1 相平面解析

(4.2)を 1階ODEのシステムに変換すると,D′(φ)φ′ = ψ,

D′(φ)ψ′ = −D′(φ) f (φ) − cψ,
(4.5)

となるが,さらに ξに代わる変数として,

η =

∫ ξ

0

ds
D′(φ(s))

を導入すると, (4.5)は 
dφ
dη
= ψ,

dψ
dη
= −D′(φ) f (φ) − cψ,

(4.6)

に変換され, (1.5)と同じような解析が可能になる. すなわち, (4.1)の速度 cの進行波
の存在は, (4.6)の 2つの平衡点 (1, 0)と (0, 0)を結ぶヘテロクリニック軌道の存在に
帰着できる. 以下, ηによる微分を ′で表す.

(4.6)の平衡点 (1, 0), (0, 0)の周りの線形化方程式は,

d
dξ

Φ
Ψ

 =  0 1
−d′(α) f ′(α) −c

 Φ
Ψ

 (4.7)

となる (ただし, α = 1 or 0). 右辺の行列の固有値および対応する固有ベクトルは次で
与えられる.

λ±α =
−c ±

√
c2 − 4d′(α) f ′(α)

2
. v±α =

 1
λ±α


.
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このとき, λ−1 < 0 < λ+1より (1, 0)はサドルである. また,非退化型 (D′(0) > 0)のときは,
λ−0 < 0 < λ+0 となるので (0, 0)はサドル,退化型 (D′(0) = 0)のときは, λ−0 = −c < 0 = λ+0
となる.

Case. 1 非退化型 (D′(0) > 0)
双安定型非線形項に対する (1.5)の考察がそのまま適用できるので, (4.6)の (1, 0)
と (0, 0)を結ぶヘテロクリニック軌道 (φ∗(η), ψ∗(η))が存在する c∗ > 0が一意に定ま
る. このとき,

(φ(ξ), ψ(ξ)) := (φ∗(η), ψ∗(η)), ξ =

∫ η

0
D′(φ∗(s)) ds (4.8)

は (4.5) (ただし c = c∗)の (1, 0)と (0, 0)を結ぶヘテロクリニック軌道となる6. よって,
(4.1)の速度 c∗の進行波 φ(x − c∗t)が存在する.

Case. 2 退化型 (D′(0) = 0)
d′(u) f (u)は (F1), (F2)を満たすので,この場合も (4.6)の (1, 0)と (0, 0)を結ぶヘテ
ロクリニック軌道 (φ∗(η), ψ∗(η))が存在するような c∗ > 0が一意に存在する. このと
き, f (u) < 0 in (0, a)より, φ∗ < aにおいて

dψ∗

dφ∗
= −c∗ − D′(φ∗) f (φ∗)

ψ∗
< −c∗

が成り立つので, ψ∗ ≤ −c∗φ∗ (φ∗ < a)を得る. よって, ηが十分大きいときには,

dφ∗

dη
= ψ∗ ≤ −c∗φ∗

より
0 ≤ φ∗(η) ≤ Ce−c∗η (∃C > 0) (4.9)

が成り立つ.
ここで, D′(u)が u → 0のとき “適度な速さで”0に近づくとする. 例えば, k > 0が
存在して D′(u) = O(uk) (u→ 0)とすると, (4.9)より ηが十分大きいとき∫ ∞

η

D′(φ∗(s)) ds ≈
∫ ∞

η

φ∗(s)k ds ≤ Ck
∫ ∞

η

e−c∗ks ds < ∞

となるので, (4.8)の変数変換は −∞ < η < ∞を −∞ < ξ < ξ∗ (∃ξ∗ < ∞)に移す. した
がって, (4.5)の (1, 0)と (0, 0)を結ぶ軌道 (φ(ξ), ψ(ξ))は −∞ < ξ < ξ∗で存在する. [6]
により, φ(ξ) = O((ξ∗ − ξ)1/k)である.

参考文献
[1] D. G. Aronson and H. F. Weinberger, Nonlinear diffusion in population genetics,

combustion, and nerve propagation, Lecture Notes in Math., 446, Springer, Berlin,
1975, 5–49.

6非退化性 D′(0) > 0より, (4.8)の変数変換は −∞ < η < ∞を −∞ < ξ < ∞に移す.

12



[2] P. C. Fife and J. B. McLeod, The approach of solutions non-linear diffusion equa-
tions to traveling front solutions, Arch. Rat. Mech. Anal., 65 (1977), 335-362.

[3] R. A. Fisher, The advance of advantageous genes, Ann. Eugenics, 7 (1937), 355–
369.

[4] K. P. Hadeler and F. Rothe, Travelling fronts in nonliear diffusion equations,
J. Math. Biol., 2 (1975), 251–263.

[5] A. N. Kolmogorov, I. G. Petrovsky and N. S. Piskunov, Étude de l’équation de la
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