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1 序
このノートでは 1992年以来研究されている平均曲率流に対する閾値型近似アルゴリズ

ムについて,その概要と数学的な収束について基本的な部分を解説することが目的である.

{Γ(t)}0≤t<T (T > 0) を RN における超曲面の族とする. この族が平均曲率流であるとは,

{Γ(t)}0≤t<T が次の方程式に従って運動しているときをいう:

(1.1) V = −divn on Γ(t), t ∈ (0, T ).

ここで, n = n(t, x)は x ∈ Γ(t)における単位法線ベクトル場, V = V(t, x)は x ∈ Γ(t)におけ
る n(t, x)方向の Γ(t)の速度, −divn(t, x)は x ∈ Γ(t)における Γ(t)の主曲率の和 (=平均曲
率の (N − 1)倍)である. −divn(t, x)の部分は,正確には −divΓ(t)n(t, x) = (Γ(t)上の nの発散
)であるが,微分幾何学における基本的な考察から−divΓ(t)n(t, x) = −divn(t, x) (= RN 上の n

の発散) for all t ∈ (0, T ), x ∈ Γ(t)がわかる.

平均曲率流は,数学のみならず,様々な分野に現れる. 実際,平均曲率流は材料科学に現れ
る粒界の運動をモデル化する際に導出されたのが最初である (Mullins [45]). その後,相転
移現象における界面運動を記述するときに現れた (Allen–Cahn [2]). 最近では画像処理にお
ける輪郭抽出,輪郭補正等への応用が研究されている (Alvarez–Lions–Morel [4], Alvarez–

Guichard–Lions–Morel [3]等). このような応用面からの動機で平均曲率流の数値計算法の
研究も活発に行われている.

平均曲率流の数値計算法としてはAllen–Cahn方程式と呼ばれる半線形放物型偏微分方
程式を用いたものがよく知られている. 何故ならば,この方程式に対する特異極限として平
均曲率流が現れるからである. Allen–Cahn方程式に対する解の性質に関する研究や解の零
点集合 (これが界面と呼ばれる)の平均曲率流への収束,その誤差解析に関する研究は多い
(de Mottoni–Schatzman [14], X.-F. Chen [9], Evans–Soner–Souganuidis [21], Barles–Soner–

Souganidis [6], Ilmanen [30], Soner [50], Ishii [36], Alfaro–Droniou–Matano [1]等). N = 2の
場合, (1.1)に従って動く曲線の族は曲線短縮流と呼ばれるが, 平面上の曲線ならではの近
似法が存在する. そのうちの 2つが境界追跡法とクリスタライン近似である. いずれも曲
率で動く単純閉曲線を多角形で近似してその時間変化を追跡するのであるが,曲率の近似
法が根本的に異なる.詳細は省くが,境界追跡法に関してはKimura [39], [40]等,クリスタ
ライン近似に関しては Girao–Kohn [28], Girao [27], Ushijima–Yazaki [52], Ishii–Soner [37],

Giga–Giga [24], Ushijima–Yagishita [51]等を参照してほしい.

平均曲率流の数値計算法は上で述べたもの以外にも多くあると思われるが, 1992年に簡
明な近似アルゴリズムが Bence, Merriman, Osherの 3氏によって提案され ([7]),しばしば
BMOアルゴリズム,或いはMBOアルゴリズムと呼ばれている (このノートでは BMOア
ルゴリズムと呼ぶことにする).このノートでは BMOアルゴリズムの概要やその数学的な
収束の証明等の基本的な部分をできるだけ詳しく解説することを目的とする.
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各節の内容は以下のとおりである. 2節では BMOアルゴリズムの概要とその導出に関
する 1つの考え方について説明する. 3節では BMOアルゴリズムが平均曲率流の近似に
なることを形式的に見る. 4節においては平均曲率流に対する等高面の方法について簡単
に述べる. その際に等高面方程式と呼ばれる非線形偏微分方程式が導かれるが,その方程
式の初期値問題に対する粘性解の比較定理や存在,安定性等について説明する. 5 節では
BMOアルゴリズムの収束の概要について解説する. 6節では (まとまった形ではあまり見
かけないであろう)関数の連続度について述べる. 加えて,有界かつ一様連続な関数からな
る線形空間が supノルムに関して Banach空間になることの証明を与える.

本稿はできるだけ self-containedに読めるようにかなり詳しく書いたつもりである. し
かし,説明が冗長,或いは不十分な箇所があったり,余計な記述が多いことは十分に考えら
れる. そういう箇所は各自で補ったり,適当に読み飛ばしていただきたい. また,定理,命題
等には可能な限り参考文献を添えたので,詳細が知りたい方は参考にしてほしい.

2 BMOアルゴリズム

2.1 概要

まず BMOアルゴリズムの概要について説明する. C0 ⊂ RN をコンパクト集合とし, h > 0

を時間刻み幅とする. このとき u0 を次の熱方程式に対する初期値問題の解とする:

(2.1)



ut = ∆u in (0, h] × RN ,

u(0, x) =


1 for x ∈ C0,

−1 for x ∈ RN\C0,

この解 u0 を使って新しい集合 C1 を

(2.2) C1 := {u0(h, ·) ≥ 0}(:= {x ∈ RN | u0(h, x) ≥ 0})

と定義する. 次に u1 を初期条件において C0 を C1 に置き換えた (2.1)の解とする. この u1

を用いて新しい集合C2 を
C2 := {u1(h, ·) ≥ 0}

とおく. この操作を帰納的に繰り返すことにより,コンパクト集合列 {Ck}[T/h]

k=0
が構成でき

る. 但し, [r]は r ∈ Rを越えない最大の整数である. この集合列を次のように補間する:

Ch(t) := Ck for t ∈ [kh, (k + 1)h), k = 0, 1, 2 . . .

ここで h→ 0とすると, (今のところ)形式的には Ch(t)はコンパクト集合 C(t)に収束し,そ
の境界の族 {∂C(t)}t≥0 は ∂C0 を初期曲面とする平均曲率流となることがわかる (3節参照).

注意 2.1. (1) Bence–Merriman–Osher [7]では初期条件を

u(0, x) =


1 for x ∈ C0,

0 for x ∈ RN\C0,
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とし, C1, C2, . . .を {u0(h, ·) ≥ 1/2}等で定義している. いずれの場合でも本質的には変わら
ないが, (2.2)の方が多少わかりやすいことと,後で述べる Allen–Cahn方程式との関係を述
べるのに便利なので初期条件を (2.1)のようにしておく.

(2) (2.2)を見れば分かるように, BMOアルゴリズムにおいては例えば,熱方程式の解の
値が 0以上であるか否かで集合C1 を定義している.言い換えると, x ∈ RN が C1 に属する
かどうかを 0を基準値として判定している.この意味で BMOアルゴリズムやその拡張等
は閾値型近似アルゴリズムと呼ばれる.

2.2 導出に関する一考察

本小節では BMOアルゴリズムが導出される際の筆者の考えについて述べる. Vivier [53]

でも指摘されているように BMOアルゴリズムはAllen–Cahn方程式と同類のもの (or変
形)と考えることができる.ここではAllen–Cahn方程式に対する数値解法からBMOアル
ゴリズムが導出される過程について説明する.

Allen–Cahn方程式に対する初期値問題として次のようなものを考える: C0 ⊂ RN をコン
パクト集合, ε > 0とし, uε = uε(t, x)を次の Allen–Cahn方程式に対する初期値問題の解と
する.

(2.3)



ut = ∆u +
1

ε2
u(1 − u2) in (0,+∞) × RN ,

u(0, x) =


1 for x ∈ C0,

−1 for x ∈ RN\C0.

この解 uεを数値解析でもよく知られている splitting法で構成してみる: h > 0を時間刻み
幅として v1 = v1(t, x)を熱方程式の初期値問題

(2.4)


vt = ∆v in (0, h] × RN ,

v(0, x) = u(0, x)

の解とする. v2 = v2(t, x)を常微分方程式の初期値問題

(2.5)


wt =

1

ε2
w(1 − w2) in (0, h] × RN ,

w(0, x) = v0(h, x)

の解とする. 次に v3 を初期条件を v2(h, ·)に置き換えた初期値問題 (2.4)の解とし, v4 を初
期条件を v3(h, ·)に置き換えた初期値問題 (2.5) の解とする. 以下, 帰納的にこの操作を繰
り返す. 即ち, v2k (k ∈ N)が与えられたとき, v2k+1 を初期条件を v2k(h, ·)とする (2.4)の解と
し, v2(k+1) を初期条件を v2k+1(h, ·)とする (2.5)の解とする. このようにして構成した関数列
{vk}+∞

k=0
に対して vh を

vh(t, x) :=


u0(h, x) (t, x) ∈ [0, h) × RN ,

v2k(h, x) (t, x) ∈ [kh, (k + 1)h) × RN (k ∈ N)
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と定義する. h→ 0とすると vhは (2.3)の解 uεに収束する. これは Trotter (or Trotter–Kato)

の積公式を応用すれば証明できる. Trotterの積公式に関しては Pazy [47]を,実際の証明は
Descombes [15] 等を参照するとよい ([15] では上の vh より精度の高い splitting法を扱っ
ているので,上の vh の収束は [15]よりも容易に証明できる). また, splitting法そのものに
関しては,例えば Holden–Karlsen–Lie–Risebro [29]等を参照されたい.

注意 2.2. vh の定義に関して,上の説明では分かりにくいかもしれない.作用素論的には次
のようになる. 初期条件 u0 に対して, v1(t, ·) := A1(t)u0(·), v2(t, ·) := A2(t)v1(h, ·)とおくと,

vh(t, x) = [A2(h)A1(h)]ku0(x) for t ∈ [kh, (k + 1)h) × RN , k ∈ N ∪ {0},

となる. また (2.5)の解は求積できることにも注意する.

このようにして定義した vh の挙動を簡単に説明する. v1 に関しては熱方程式に対する
拡散の効果 (強最大値原理と言ってもよい) によって |v1(t, x)| < 1 ((t.x) ∈ (0, h) × RN)かつ
v1(t, x)の概形は図 2.2.1のようになる. v2 に関しては非線形項の効果によって, v1(t, x) > 0

となる x ∈ RN においては v2(t, x) ր 1 (t ր h)となり, v1(t, x) < 0となる x ∈ RN において
は v2(t, x)ց −1 (t ր h)となる. 大まかな様子は図 2.2.2のようになる (図 2.2.1, 2.2.2共に,

説明の都合上, かなり大袈裟に描いている). v1(h, x) = 0となる x ∈ RN では v2(t, x) = 0で
ある. そこで v3 を求める際には初期条件 v2(h, x)は u0 と同じような形をしており,零点集
合 {v2(h, ·) = 0}のみが異なる.

b b

bc bc

R
N

1

O

−1

C0

図 2.2.1: v1(0, ·) (黒い線) v1(t, ·) (青い曲線)のグラフの概形

ここで (2.5)において ε→ 0とすると,

v2k(t, x) −→



1 for x ∈ {v2k(h, ·) > 0},
0 for x ∈ {v2k(h, ·) = 0},
−1 for x ∈ {v2k(h, ·) < 0},

となる. このように考えると (2.5)の解を使わなくても (2.4)の初期条件を
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R
N
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図 2.2.2: v2(0, ·) (青い曲線) v2(t, ·) (赤い曲線)のグラフの概形
緑色の矢印のついた線は (2.5)の右辺の非線形項が作用する向きを表す

v2k+1(0, x) =


1 for x ∈ {v2k(h, ·) ≥ 0},
−1 for x ∈ {v2k(h, ·) < 0},

としても平均曲率流の近似はできるであろう.おそらくこのような考察で BMOアルゴリ
ズムが導出されたと (少なくとも筆者には)考えられる.

3 形式的な計算
数学的な収束の証明を与える前に,形式的な計算によって BMOアルゴリズムが平均曲

率流の近似を与えることを見てみる.以下の形式的な考察は Evans [18]に述べられている
ことを少し修正したものである.

C0 ⊂ RN は ∂C0 が十分滑らかな集合とする. ∂C0 上の点を任意に取り,それを原点 Oと
する. このとき, Oにおける ∂C0 の内向き法線ベクトルを nとし,それを yN 軸とする. そ
して正規直交基底 {e1, . . . , eN−1, n}を, Oの近くの ∂C0 が

yN = g(y′) + o(|y′|2), g(y′) :=
1

2

N=1∑

i=1

κiy
2
i , y′ = (y1, . . . , yN−1)

と表せるように選ぶ. ここで, κ1, . . . , κN−1 は Oにおける ∂C0 の主曲率である. 細かい計算
をできるだけ避けるために,

∂C0 = {y = (y1, y2, . . . , yN) | yN = g(y′)}

とする. h > 0を十分小さく取るので,熱方程式の基本解の形より,実際の議論は原点 Oの
近くでの計算で十分である. よって, ∂C0 (つまり, C0 は) コンパクトでなくても差し支え
ない.
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(2.1)の解を uとすると

u(t, x) =

∫

C0

E(t, y − x)dy −
∫

RN\C0

E(t, y − x)dy.

但し, E(t, x) :=
e−|x|

2/4t

(4πt)N/2
, E(x) := E(1, x)とする. x = (0, 0, vt)を u(t, x) = 0を満たす点とす

る. このとき vは原点 Oにおける ∂C0 の n方向速度になる. そこで

0 = u(t, x) =

∫

C0

E(t, y − x)dy −
∫

RN\C0

E(t, y − x)dy

=

∫

RN−1

∫

yN≥g(y′)
E(t, y − x)dy −

∫

RN−1

∫

yN<g(y′)
E(t, y − x)dy

において ξ := (y − x)/2
√

tとおくと, ξN に関しては

(3.1) ξN = g(ξ′) :=
√

t


N−1∑

i=1

κiξ
2
i −

v

2

 , ξ′ := (ξ1, ξ2, . . . , ξN−1),

となるので,上の式より

0 =

∫

RN−1

e−|ξ
′ |2

∫

ξN≥
√

tg(ξ′)
e−ξ

2
N dξNdξ′ −

∫

RN−1

e−|ξ
′ |2

∫

ξN<
√

tg(ξ′)
e−ξ

2
N dξNdξ′(3.2)

=

∫

RN−1

e−|ξ
′ |2

(∫

ξN≥
√

tg(ξ′)
−

∫

ξN<
√

tg(ξ′)

)
e−ξ

2
N dξNdξ′

= −
∫

RN−1

e−|ξ
′ |2

∫ √
tg(ξ′)

−
√

tg(ξ′)
e−ξ

2
N dξNdξ′

= −2

∫

RN−1

e−|ξ
′ |2

∫ √
tg(ξ′)

0

e−ξ
2
N dξNdξ′.

関数 s 7→
∫ s

0

e−r2

dr (s ∈ R)に対して, s = 0のまわりで Taylorの定理を使うと

∫ s

0

e−s2

ds = s + O(s3).

よって (3.2)は

(3.3) 0 = −2

∫

RN−1

e−|ξ
′ |2{
√

tg(ξ′) + O((t1/2g(ξ′))3)}dξ′

となる. (3.1)を使うと

∫

RN−1

e−|ξ
′ |2 √tg(ξ′)dξ′ =

√
t


N−1∑

i=1

κi

∫

RN−1

e−|ξ
′ |2ξ2

i dξ′ − v

2

∫

RN−1

e−|ξ
′ |2dξ′

(3.4)

=

√
t

2


N−1∑

i=1

κi − v


∫

RN−1

e−|ξ
′ |2dξ′,
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を得る. 剰余項については Hölderの不等式より

∣∣∣∣∣
∫

RN−1

e−|ξ
′ |2O((t1/2g(ξ′))3)}dξ′

∣∣∣∣∣ ≤ Ct3/2


N−1∑

i=1

|κi|3
∫

RN−1

e−|ξ
′ |2 |ξi|6dξ′ + v3

∫

RN−1

e−|ξ
′ |2dξ′

(3.5)

≤ Ct3/2

となる. ここで C > 0は既知定数にのみ依存する定数で各行で異なる. 従って (3.3), (3.4),

(3.5)より ∣∣∣∣∣∣∣
v −

N−1∑

i=1

κi

∣∣∣∣∣∣∣
≤ Ct as t ց 0

が導かれ, t > 0が十分小さいときには BMOアルゴリズムは平均曲率流の近似を与えるこ
とが形式的にわかる.

注意 3.1. 上の計算では n方向速度 vは |v| <
N−1∑

i=1

|κi|となることが証明できる. ∂C0 がコン

パクトならば, vは ∂C0 上で有界である.

4 平均曲率流に対する等高面の方法
この節では 1991 年に Chen–Giga–Goto [10], Evans–Spruck [22] によって独立に発表さ

れた平均曲率流に対する等高面の方法とその粘性解理論による取り扱いについて簡単に
述べる. 本節の内容や [10], [22]以降の進展に関しては Giga [25]で詳しく解説されている
ので,詳細はそちらを参照されたい.

4.1 等高面方程式の導出

まず (1.1)から等高面方程式を形式的に導出する. {Γ(t)}0≤t<T を RN における滑らかでコ
ンパクトな平均曲率流とし, D(t) ⊂ RN は ∂D(t) = Γ(t)となる有界領域とする. 滑らかな関
数 u = u(t, x)を

u(t, x)



> 0 (x ∈ D(t)),

= 0 (x ∈ Γ(t)),
< 0 (x ∈ RN\(D(t) ∪ Γ(t)))

を満たすように選ぶ. n = n(t, x) を x ∈ Γ(t) における Γ(t) に対する内向き単位法線ベ
クトルとする. x ∈ Γ(t) を任意に固定し, Du(t, x) , 0 とする. 0 < h ≪ 1 に対して
x + Vhhn(t, x) ∈ Γ(t + h),及びV := lim

h→0
Vh とする. このとき, V は x ∈ Γ(t)における Γ(t)の n

方向速度である. Taylorの定理と u(t, x) = u(t + h, x + Vhhn(t, x)) = 0より

0 = u(t + h, x + Vhhn(t, x)) = ut(t, x)h + 〈Du(t, x),Vhhn(t, x)〉 + o(|h|).
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n(t, x) =
Du(t, x)

|Du(t, x)| なので,

Vh = −
ut(t, x)

|Du(t, x)| + oh(1) for small h > 0.

但し, lim
h→0

oh(1) = 0とする. h→ 0とすると V = − ut

|Du(t, x)| を得る. 一方,

−div n = −div

(
Du(t, x)

|Du(t, x)|

)

であるから,これらを (1.1)に代入すると

ut

|Du| = div

(
Du

|Du|

)
on Γ(t), t ∈ (0, T ).

両辺に |Du|をかけた後,方程式を RN 全体に拡張すると

(4.1) ut + F(Du,D2u) = 0 in QT := (0, T ) × RN .

ここで

F(p, X) := −tr

{(
I − p ⊗ p

|p|2

)
X

}
for (p, X) ∈ (RN\{0}) × SN ,(4.2)

tr A := Aの対角成分の和,

S
N := N 次対称行列の全体.

更に, Q̂T := [0, T ) × RN , QT := [0, T ] × RN とする. (4.1)を (1.1)に対する等高面方程式と
言う. この方程式に初期条件を課して解きたいのであるが, F は非線形性が強く, しかも
p = 0で特異性がある. そのため,一般には古典解の存在は期待できず,弱解を考えること
になる. F が非発散形をしていることより,弱解として粘性解の概念を導入し,その意味で
の解の一意存在等を考える.

4.2 (4.1)に対する粘性解

(4.1)に対する粘性解を定義するために,いくつか記号を用意する.

Oを距離空間,又はその部分集合とする. US C(O) (resp., LSC(O)) を O上で上半連続な
関数全体 (resp., 下半連続な関数全体) を表す. O 上で有界かつ一様連続な関数の全体を
BUC(O)とする. 特に BUC(RN)は次のノルムに関して Banach空間である.

‖ f ‖ := sup
x∈RN

| f (x)|.

BUC(RN)がこのノルムで Banach空間になることは 6節で示す.
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定義 4.1. Oを距離空間,又はその部分集合とする. Oで定義された実数値関数 uが局所有
界であるとは,任意のコンパクト集合 K ⊂ Oに対して uは K 上で有界であるときを言う.

uを Q̂T で定義された局所有界な実数値関数とする. (t, x) ∈ Q̂T に対して

u∗(t, x) := lim
r→0

sup{u(s, y) | (s, y) ∈ Q̂T , |s − t| < r, |y − x| < r},

u∗(t, x) := lim
r→0

inf{u(s, y) | (s, y) ∈ Q̂T , |s − t| < r, |y − x| < r},

とおく. u∗, u∗ をそれぞれ uの上半連続包,下半連続包と言う. 次の補題が成り立つ.

補題 4.1. u∗ ∈ US C(Q̂T ), u∗ ∈ LS C(Q̂T ).

証明. u∗ ∈ US C(Q̂T )のみを示す. n ∈ Nに対して

un(t, x) := sup{u(s, y) | (s, y) ∈ Q̂T , |s − t| < 1/n, |y − x| < 1/n}

とおく. すると {un}+∞n=1
は単調減少列である. ε > 0, (t, x) ∈ Q̂T を任意に取り,固定する, こ

のとき n0 ∈ Nが存在して
|u(t, x) − un0

(t, x)| < ε.

|s − t| < 1

3n0

, |y − x| < 1

3n0

を満たす任意の (s, y) ∈ Q̂T に対して　

u(s′, y′) ≤ un0
(t, x) for all (s′, y′) ∈ Q̂T , |s′ − s| < 1

3n0

, |y′ − y| < 1

3n0

従って

u(s, y) ≤ u3n0
(s, y) ≤ un0

(t, x) < u(t, x) + ε

for all (s, y) ∈ Q̂T , |s − t| < 1

3n0

, |y − x| < 1

3n0

.

故に u ∈ US C(Q̂T ). �

更に Q̂T 上で u∗ ≤ u ≤ u∗ を満たす. また, uが (t, x) ∈ Q̂T で連続であることと u∗(t, x) =

u(t, x) = u∗(t, x)が成り立つことは同値である.

同様に, (4.2)で与えられた F の上半連続包 F∗,下半連続包 F∗をそれぞれ以下のように
定義する: (p, X) ∈ RN × SN に対して

F∗(p, X) := lim
r→0

sup{F(q, Y) | (q, Y) ∈ (RN\{0}) × SN , |q − p| < r, ‖Y − X‖ < r},

F∗(p, X) := lim
r→0

inf{F(q, Y) | (q, Y) ∈ (RN\{0}) × SN , |q − p| < r, ‖Y − X‖ < r}.

ここで X ∈ SN に対して ‖X‖ := sup
p∈RN ,|p|≤1

|〈Xp, p〉|である. F∗, F∗に関しては以下が成り立つ:

F∗(p, X) = F(p, X) = F∗(p, X) for (p, X) ∈ (RN\{0}) × SN ,(4.3)

F∗(0, X) = sup{−tr {(I − ν ⊗ ν)X} | ν ∈ RN , |ν| = 1},(4.4)

F∗(0, X) = inf{−tr {(I − ν ⊗ ν)X} | ν ∈ RN , |ν| = 1},(4.5)

F∗(0,O) = F∗(0,O) = 0.(4.6)
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(4.2)で定義された Fは幾何学的と呼ばれる次の性質が成り立つ: 任意の (p, X) ∈ (RN\{0})×
S

N , λ, σ ∈ Rに対して

(4.7) F(λp, λX + σp ⊗ p) = λF(p, X).

F∗, F∗ に対しても同じ等式が成り立つ.

(4.1)に対する粘性解を定義する.

定義 4.2. uを QT 上で定義された有界な実数値関数とする.

(1) uが (4.1)の粘性劣解であるとは,任意の ϕ ∈ C1,2(QT )に対して u∗ − ϕが (t0, x0) ∈ QT

で極大値を取るならば,

(4.8) ϕt + F∗(Dϕ,D
2ϕ) ≤ 0 at (t0, x0)

を満たすときを言う.

(2) uが (4.1)の粘性優解であるとは,任意の ϕ ∈ C1,2(QT )に対して u∗ − ϕが (t0, x0) ∈ QT

で極小値を取るならば,

(4.9) ϕt + F∗(Dϕ,D2ϕ) ≥ 0 at (t0, x0)

を満たすときを言う.

(3) uが (4.1)の粘性解であるとは, (4.1)の粘性劣解,かつ粘性優解であるときを言う.

注意 4.1. (1)粘性解は最大値原理,つまり u ∈ C1,2(QT )が (t0, x0) ∈ QT で最大値を取れば,

ut = 0, Du = 0, D2u ≤ O at (t0, x0)

が成り立つ,という命題に基づく弱解の概念であり, 2階退化楕円型/放物型偏微分方程式
において有効な解の概念である. 但し, X ∈ SN に対して, X ≤ Oとは X が半負定値行列で
あることを意味する. また退化楕円型とは, (4.2)について言うと, 任意の p ∈ RN\{0}に対
して

F(p, Y) ≤ F(p, X) if X, Y ∈ SN and X ≤ Y (⇐⇒ X − Y ≤ O)

を満たす場合を言う.

(2) u ∈ C1,2(QT )が (4.1)の古典劣解 (resp.,古典優解),つまり

ut + F∗(Du,D2u) ≤ 0 (resp., ≥ 0) in QT

ならば, uは (4.1)の粘性劣解 (resp.,粘性優解)である. 逆に (4.1)の粘性劣解 (resp.,粘性優
解) uがC1,2(QT )に属しているならば, uは (4.1)の古典劣解 (resp.,古典優解)である.

次の命題 (というよりは,その証明の一部)は以下の議論でしばしば用いられる.

命題 4.1. uを QT 上で定義された有界な実数値関数とする.
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(1) u が (4.1) の粘性劣解であることは次と同値である : 任意の ϕ ∈ C1,2(QT ) に対して
u∗ − ϕが (t0, x0) ∈ QT で狭義極大値 (或いは最大値,狭義最大値)を取るならば, (4.8)

が成り立つ.

(2) u が (4.1) の粘性優解であることは次と同値である : 任意の ϕ ∈ C1,2(QT ) に対して
u∗ − ϕが (t0, x0) ∈ QT で狭義極小値 (或いは最小値,狭義最小値)を取るならば, (4.9)

が成り立つ.

証明. Koike [42,命題 2.5]に沿って (1)のみを示す. =⇒は明らかである.

⇐=を u∗ −ϕが狭義最大値を取る場合に証明する.記号を簡単にするため, u ∈ US C(QT )

とする. 任意の ϕ ∈ C1,2(QT )に対して u − ϕが (t0, x0) ∈ QT で極大値を取ったとする. する
と, r0 ∈ (0, 1)が存在して

u(t, x) − ϕ(t, x) ≤ u(t0, x0) − ϕ(t0, x0) for all (t, x) ∈ Q((t0, x0), 3r0)(⊂ QT )

を満たす. ここで, Q((t, x), r) := (t − r, t + r) × BN(x, r), BN(x, r) := {y ∈ RN | |y − x| < r} と
する.

ϕ̂を次のようにおく.

ϕ̂(t, x) := ϕ(t, x) + {(t − t0)2 + |x − x0|4} + u(t0, x0) − ϕ(t0, x0).

すると

u(t0, x0) − ϕ̂(t0, x0) = 0,

u(t, x) − ϕ̂(t, x) ≤ −{(t − t0)2 + |x − x0|4} for all (t, x) ∈ Q((t0, x0), 3r0)

を得る. 関数 ξ = ξ(t, x) ∈ C∞(QT )を次を満たすようなものとする:

0 ≤ ξ ≤ 1 in QT ,

ξ ≡ 1 on Q((t0, x0), r0),

ξ ≡ 0 in QT\Q((t0, x0), 2r0).

M := sup
[0,T )×RN

|u| + 1とおき, Φ = Φ(t, x) := ξ(t, x)ϕ̂(t, x) − (1 − ξ(t, x))Mとすると,

u(t, x) − Φ(t, x)



= u(t, x) − ϕ̂(t, x) if (t, x) ∈ Q((t0, x0), r0),

≤ −2r2
0 if (t, x) ∈ Q((t0, x0), 2r0)\Q((t0, x0), r0),

≤ −1 if (t, x) ∈ QT\Q((t0, x0), 2r0)

である. 従って u −Φは (t0, x0)で狭義最大値を取るので,この点において

Φt + F∗(DΦ,D
2Φ) ≤ 0 at (t0, x0).

ここで

Φt(t0, x0) = ϕt(t0, x0), DΦt(t0, x0) = Dϕ(t0, x0), D2Φ(t0, x0) = D2ϕ(t0, x0)

に注意すると, u − ϕの極大点 (t0, x0)で (4.8)が成り立つことがわかる. �
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注意 4.2. (1)命題 4.1では有界な粘性劣解,粘性優解を扱ったが,適当な条件の下で非有界
な場合も同じ主張が成り立つ.

(2)上の証明は u∗ − ϕが狭義極大値,または最大値をとる場合の証明も含んでいる.

(3)粘性解理論一般に関しては Crandall–Ishii–Lions [12], Koike [41], [42]等を参照され
たい.

そもそも,弱解は解となる関数の微分をテスト関数と呼ばれる滑らかな関数の微分に置
き換えて定義される.これは発散型の偏微分方程式に対する超関数解の定義を思い出せば
納得できることと思う (Greenの公式を用いて解となる関数の微分をテスト関数の微分に
置き換えていることからわかる). その観点から,定義 4.2は,例えば, u∗ − ϕの極大点にお
いて (最大値原理を背景として) u∗の微分を ϕの微分に置き換えることで粘性劣解を定義
している. この点についてもう少し詳しく見てみる. u ∈ US C(QT ), ϕ ∈ C1,2(QT )に対して
u−ϕが (t0, x0) ∈ QT で極大値を取ると仮定する.このとき, u(t0+ s, x0+h)−ϕ(t0+ s, x0+h) ≤
u(t0, x0) − ϕ(t0, x0) as (s, h)→ (0, 0)と Taylorの定理より

u(t0 + s, x0 + h) ≤ u(t0, x0) + ϕ(t0 + s, x0 + h) − ϕ(t0, x0)

= u(t0, x0) + ϕt(t0, x0)s + 〈Dϕ(t0, x0), h〉 + 1

2
〈D2ϕ(t0, x0)h, h〉　

+o(|s| + |h|2) as (s, h)→ (0, 0)

となる.粘性劣解の定義 4.2 (1)においては,この不等式を満たす (ϕt(t0, x0),Dϕ(t0, x0),D2ϕ(t0, x0))

を uの微分として用いていると考えることができる.この考えを推し進めると,不等式

u(t0 + s, x0 + h) ≤ u(t0, x0) + ϕ(t0 + s, x0 + h) − ϕ(t0, x0)

= u(t0, x0) + τs + 〈p, h〉 + 1

2
〈Xh, h〉

+o(|s| + |h|2) as (s, h)→ (0, 0)

を満たす (τ, p, X) ∈ R × RN × SN が存在すれば, それを u の微分として使うことで粘性
劣解を定義できると考えてもよいだろう. 粘性優解についても同様である. そこで, 集合
P1,2,±u(t, x)を導入する. QT で定義された実数値関数 uと (t, x) ∈ QT に対して

P1,2,+u(t, x) :=


(τ, p, X)

∈ R × RN × SN

∣∣∣∣∣∣
u(t + s, x + h) ≤ u(t, x) + τs + 〈p, h〉 + 1

2
〈Xh, h〉

+o(|s| + |h|2) as (s, h)→ (0, 0)

 ,

P1,2,−u(t, x) :=


(τ, p, X)

∈ R × RN × SN

∣∣∣∣∣∣
u(t + s, x + h) ≥ u(t, x) + τs + 〈p, h〉 + 1

2
〈Xh, h〉

+o(|s| + |h|2) as (s, h)→ (0, 0)



と定義する. P1,2,±u(t, x)を uの (t, x)における放物型セミ・ジェットという. u ∈ C1,2(QT )な
らば,任意の (t, x) ∈ QT に対して Taylorの定理より (s, h)→ (0, 0)のとき

u(t + s, x + h) = u(t, x) + ut(t, x)s + 〈Du(t, x), h〉 + 1

2
〈D2u(t, x)h, h〉 + o(|s| + |h|2)
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となるが,これを 2つに分ける:

u(t + s, x + h) ≤ u(t, x) + ut(t, x)s + 〈Du(t, x), h〉 + 1

2
〈D2u(t, x)h, h〉 + o(|s| + |h|2),

u(t + s, x + h) ≥ u(t, x) + ut(t, x)s + 〈Du(t, x), h〉 + 1

2
〈D2u(t, x)h, h〉 + o(|s| + |h|2).

この 2つの不等式に注目して, u < C1,2(QT )であっても,これらの不等式の少なくとも一方
を満たす (τ, p, X) ∈ R × RN × SN が存在するならば,それを uの (t, x)における弱微分と考
えることにしよう.このような弱微分の集合 P1,2,±u(t, x)を使って定義 4.2と同値な粘性解
の定義を与える.

注意 4.3. (1) P1,2,±u(t, x)は一価ではなく多価である. 実際, (τ, p, X) ∈ P1,2,+ ならば,任意の
Y ∈ SN , Y ≥ X に対して (τ, p, Y) ∈ P1,2,+ である.

(2)上の説明から, uが (t, x) ∈ QT で C1,2ならば,任意の (t, x) ∈ QT に対して P1,2,+u(t, x)∩
P1,2,−u(t, x) , ∅である. しかし, P1,2,+u(t, x) ∩ P1,2,−u(t, x) , ∅ならば, uは (t, x)で t, xに関
して 1階微分可能であるが, x に関して 2階微分可能とは限らない. これに関することは
Koike [42, 1.1.3]に簡単な解説がある.

次の命題が成り立つ.

命題 4.2. uを QT 上で定義された有界な実数値関数とする.

(1) u が (4.1) の粘性劣解であることと, 以下の事柄は同値である: 任意の (t, x) ∈ QT ,

(τ, p, X) ∈ P1,2,+u(t, x)に対して

(4.10) τ + F∗(p, X) ≤ 0

を満たす.

(2) u が (4.1) の粘性優解であることと, 以下の事柄は同値である: 任意の (t, x) ∈ QT ,

(τ, p, X) ∈ P1,2,−u(t, x)に対して

(4.11) τ + F∗(p, X) ≥ 0

を満たす.

証明. (1)の同値性のみを示す. 証明は Ishii [32], Giga[25, Proposition 2.2.3], Koike [42,命
題 2.2]等に従う.

Step 1. (4.8 ) =⇒ (4.10)を示す. u ∈ US C(QT )と仮定してよい.

(t0, x0) ∈ (0, T ) × RN), (τ, p, X) ∈ P1,2,+u(t0, x0)を固定する. このとき十分小さな r0 ∈ (0, 1)

に対して ω(r) (r ∈ (0, r0))に対して

ω(r) := sup

{ (
u(t0 + s, x0 + h) − u(t0, x0) − τs − 〈p, h〉 − 〈Xh, h〉/2

|s| + |h|2

)+
(4.12)

∣∣∣∣∣∣
0 < |s| + |h|2 < r

(t0 + s, x0 + h) ∈ (0, T ) × RN

}
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と定義する. ここで a+ = max{a, 0} (a ∈ R)である. このとき, ωは (0, r0)において非負,単
調非減少で lim

r→+0
ω(r) = 0を満たす. よって ωを

ω(0) = 0, ω(r) = ω(r0) for r ∈ [r0,+∞)

と拡張しておく. 更に ω(r)を 6節に述べられている方法と同様の修正を行うことで,

ω ∈ C([0,+∞)), ω(0) = 0, ω(r) ≥ 0 for r ∈ [0,+∞),

と仮定してよい. 更に ω(r) + rに置き換えることによって ωは [0,+∞)で狭義単調増加と
してよい.

Step 2. 上の ωを基にして, u − ϕが (t0, x0)で極大値を取るような ϕを構成する.

(4.12)より 0 < |s| + |h|2 < rの場合

u(t0 + s, x0 + h) − u(t0, x0) − τs − 〈p, h〉 − 1

2
〈Xh, h〉 ≤ (|s| + |h|2)ω(|s| + |h|2)

が成り立つ. ここで

(|s| + |h|2)ω(|s| + |h|2) ≤ 2|h|2ω(2|h|2) if |h|2 ≥ |s|,
(|s| + |h|2)ω(|s| + |h|2) ≤ 2|s|ω(2|s|) if |h|2 ≤ |s|

が言える. よって

u(t0 + s, x0 + h) − u(t0, x0) − τs − 〈p, h〉 − 1

2
〈Xh, h〉 ≤ 2|s|ω(2|s|) + 2|h|2ω(2|h|2)

を得る. ω1(r) := 2ω(2r)とし, ψi = ψi(r) (i = 1, 2)を

ψ1(r) :=

∫ 2r

r

ω1(s)ds, ψ2(r) :=

∫ 2r

r

ψ1(s)ds for r ∈ [0,+∞)

と定義する. ω ∈ C([0,+∞))と狭義単調増加性より

ψ1 ∈ C1([0,+∞)), ψ2 ∈ C2([0,+∞)),

ψ1(0) = ψ′1(0) = 0, ψ1(r) > rω(r) for r ∈ (0,+∞),

ψ2(0) = ψ′2(0) = ψ′′2 (0) = 0, ψ2(r) > rψ1(r) > r2ω(r2) for r ∈ (0, r0), r0 ∈ (0, 1)

となる. そこで

ϕ(t, x) := u(t0, x0) + τ(t − t0) + 〈p, x − x0〉 +
1

2
〈X(x − x0), x − x0〉 + ψ̂1(t) + ψ̂2(x),

ψ̂1(t) := ψ(2(t − t0)), ψ̂2(x) := ψ2(2|x − x0|)

とおくと,

u(t0, x0) − ϕ(t0, x0) = 0,

u(t, x) − ϕ(t, x) ≤ (|t − t0| + |x − x0|2)ω(|t − t0| + |x − x0|2) − ψ̂1(t) − ψ̂2(x)

≤ 2|t − t0|ω(2|t − t0|) + 2|x − x0|2ω(2|x − x0|2) − ψ1(2(t − t0)) − ψ2(2|x − x0|) < 0

as (t, x)→ (t0, x0), (t, x) , (t0, x0).
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故に u − ϕは (t0, x0)で極大値を取る. 更に ψ̂1,t(t0) = 0, Dψ̂2(x0) = 0, D2ψ̂2(x0) = Oなので

ϕt(t0, x0) = τ, Dϕ(t0, x0) = p, D2ϕ(t0, x0) = X

である. この ϕを適当な方法 (例えば,命題 4.1の証明を参照)で ϕ ∈ C1,2(QT )を満たすよ
うに拡張すると, (4.8)から (4.10)が導ける.

Step 3. (4.10) =⇒ (4.8)を示す.

任意の ϕ ∈ C1,2(QT )に対して u−ϕが (t0, x0) ∈ QT で極大値を取るとする. すると. Taylor

の定理より (s, h)→ (0, 0)のとき

u(t0 + s, x0 + h) ≤ u(t0, x0) + ϕt(t0, x0)s + 〈Dϕ(t0, x0), h〉 + 1

2
〈D2ϕ(t0, x0)h, h〉 + o(|s| + |h|2)

となり, (ϕt(t0, x0),Dϕ(t0, x0),D2ϕ(t0, x0)) ∈ P1,2,+u(t0, x0)がわかる. よって, (4.10)から (4.8)

が成り立つことが示される. �

P1,2,±u(t, x)は空集合になることもあり得るが, P1,2,±u(t, x) , ∅となる (t, x)は QT にどの
程度あるのだろうか ? あまりに少ないと粘性解が弱解の概念として適切ではなくなる可
能性もある. この点については次の命題が成り立つ.

命題 4.3. u ∈ US C(QT ) ( resp., u ∈ LS C(QT ))は有界とする.このとき, {(t, x) ∈ QT | P1,2,+u(t, x) ,

∅} (resp., {(t, x) ∈ QT | P1,2,−u(t, x) , ∅} )は QT で稠密である.

証明. u ∈ US C(QT )かつ有界の場合のみを証明する.

(t0, x0) ∈ QT を任意にとり,固定する. n ∈ Nに対して

un(t, x) := u(t, x) − n

2
{(t − t0)2 + |x − xn|2} for (t, x) ∈ QT

とする. u ∈ US C(QT )かつ有界であることから, 各 n ∈ Nに対して un は最大値を取り,そ
の点を (tn, xn)とおく. un(t0, x0) ≤ un(tn, xn)より

n{(t − t0)2 + |x − xn|2} ≤ 4 sup
[0,T )×RN

|u(t, x)|.

よって (tn, xn) −→ (t0, x0) (n→ +∞)を得る. 更に (n(tn − t0), n(xn − x0), nI) ∈ P1,2,+u(tn, xn)で
ある. 従って,この命題の結論が示される. �

命題 4.3によって P1,2,±u(t, x) , ∅となる (t, x)はかなりたくさんあることがわかる.

半連続関数に対する最大値原理や (4.1)に対する比較定理を扱うために,次の記号と命
題を用意する. (t, x) ∈ (0, T ) × RN に対して

P1,2,+u(t, x) :=



(τ, p, X)

∈ R × RN × SN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∃{(tn, xn, τn, pn, Xn)}+∞
n=1 ⊂ (0, T ) × RN × R × RN × SN

such that (τn, pn, Xn) ∈ P1,2,+u(tn, xn) and

(tn, xn, u(tn, xn), τn, pn, Xn) −→ (t, x, u(t, x), τ, p, X)

as n→ +∞


,

P1,2,−u(t, x) :=



(τ, p, X)

∈ R × RN × SN

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∃{(tn, xn, τn, pn, Xn)}+∞
n=1 ⊂ (0, T ) × RN × R × RN × SN

such that (τn, pn, Xn) ∈ P1,2,−u(tn, xn) and

(tn, xn, u(tn, xn), τn, pn, Xn) −→ (t, x, u(t, x), τ, p, X)

as n→ +∞


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と定義する. また,後で使うため J2,±
O u(z) (z ∈ O ⊂ RM , M ∈ N)も定義しておく.

J2,+

O u(z) :=


(p̂, X̂)

∈ RM × SM

∣∣∣∣∣∣
u(z + h) ≤ u(z) + 〈p̂, h〉 + 1

2
〈X̂h, h〉 + o(|h|2)

as RM ∋ h→ 0

 ,

J
2,−
O u(z) :=


(p̂, X̂)

∈ RM × SM

∣∣∣∣∣∣
u(z + h) ≥ u(z) + 〈p̂, h〉 + 1

2
〈X̂h, h〉 + o(|h|2)

as RM ∋ h→ 0

 ,

J2,+

O u(z) :=



(p̂, X̂)

∈ RM × SM

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∃{(zn, p̂n, X̂n)}+∞
n=1 ⊂ X × RM × SM

such that (p̂n, X̂n) ∈ J
2,+

O u(zn) and

(zn, u(zn), p̂n, X̂n) −→ (z, u(z), p̂, X̂)

as n→ +∞


,

J2,−
O u(z) :=



(p̂, X̂)

∈ RM × SM

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∃{(zn, p̂n, X̂n)}+∞
n=1 ⊂ X × RM × SM

such that (p̂n, X̂n) ∈ J
2,−
O u(zn) and

(zn, u(zn), p̂n, X̂n) −→ (z, u(z), p̂, X̂)

as n→ +∞


.

命題 4.4. uを Q̂T 上で定義された有界な実数値関数とする.

(1) u が (4.1) の粘性劣解であることと, 以下の事柄は同値である: 任意の (t, x) ∈ QT ,

(τ, p, X) ∈ P1,2,+u(t, x)に対して (4.10)が成り立つ.

(2) u が (4.1) の粘性優解であることと, 以下の事柄は同値である: 任意の (t, x) ∈ QT ,

(τ, p, X) ∈ P1,2,−u(t, x)に対して (4.11)が成り立つ.

証明. (1) のみを示す. 命題 4.2 (1)との同値性を証明すればよい. ここでも u ∈ US C(QT )

としておく.

命題 4.2 (1)の主張が成り立つとする. 任意の (t, x) ∈ QT , (τ, p, X) ∈ P1,2,+u(t, x)に対して
{(tn, xn, τn, pn, Xn)}+∞

n=1
が存在して

(tn, xn, u(tn, xn), τn, pn, Xn) −→ (t, x, u(t, x), τ, p, X) as n→ +∞,
(τn, pn, Xn) ∈ P1,2,+u(tn, xn) for all n ∈ N

を満たす. 命題 4.2 (1)より,各 n ∈ Nに対して

τn + F∗(pn, Xn) ≤ 0.

n→ +∞とすると, F∗ ∈ LS C(RN × SN)より,命題 4.4 (1)の主張を得る.

命題 4.4 (1)の主張が成り立つならば, P1,2,+u(t, x) ⊂ P1,2,+u(t, x)より,命題 4.2 (1)の主張
は明らかに成り立つ. �

(4.1)の初期値問題に対する粘性解の一意存在については次の定理が知られている.
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定理 4.1 (cf. Ishii–Souganidis [35]). u, vは Q̂T で定義されている有界な実数値関数とする.

更に, u, vはそれぞれ (4.1)の粘性劣解,粘性優解とし,

(4.13) lim
r→0

sup{u∗(t, x) − v∗(s, y) | 0 ≤ t, s ≤ r, x, y ∈ RN , |x − y| ≤ r} ≤ 0

を満たすとする. このとき,

(4.14) lim
r→0

sup{u∗(t, x) − v∗(s, y) | (t, x), (s, y) ∈ Q̂T , |t − s| ≤ r, |x − y| ≤ r} ≤ 0

が成り立つ.

定理 4.2 (cf. Ishii–Souganidis [35]). u0 ∈ BUC(RN)とする. このとき, u(0, x) = u0(x) (x ∈ RN)

を満たす (4.1)の粘性解 u ∈ BUC(Q̂T )が唯一つ存在する.

注意 4.4. (1) QT で定義された放物型偏微分方程式の初期値問題に対する比較定理とは,粗く
言うと次のようになる: u = u(t, x)を劣解, v = v(t, x)を優解とする. このとき, u(0, ·) ≤ v(0, ·)
in RN ならば, u ≤ v in Q̂T である. しかし, RN は非有界領域なので,比較定理の成立に関し
ては,たとえ古典解であっても初期条件や解自身においていくつかの条件が仮定されるの
が普通である (cf. Friedman [23, Chapter 1, Section. 9], John [38, Chapter 7, Section 1], Evans

[19, Chapter 2, Section 2.3]).

(2)条件 (4.13)は u∗(0, ·) ≤ v∗(0, ·) in RN を含んでいる. また (4.14)は u∗ ≤ v∗ in Q̂T を含
んでいる.

(3)定理 4.1で (4.13)の代わりに u∗, v∗は Q̂T 上で有界, u∗(0, ·) ≤ v∗(0, ·) in RN ,かつ u∗(0, ·)
or v∗(0, ·) ∈ BUC(RN)を仮定すると,

lim
r→0

sup{u∗(t, x) − v∗(t, y) | t ∈ [0, T ), x, y ∈ RN , |x − y| ≤ r} ≤ 0

を得る. これも u∗ ≤ v∗ in Q̂T を含んでいる. このとき,定理 4.2の主張は (4.1)の粘性解 u

は u ∈ C(Q̂T )かつ,各 t ∈ [0, T )に対して u(t, ·) ∈ BUC(RN)と変わる. (cf. Chen–Giga–Goto

[10], Giga–Goto–Ishii–Sato [26])

Giga–Goto–Ishii–Sato [26], Ishii–Souganidis [35]に基づいて定理 4.1を証明する. そのた
めに,粘性劣解 u,粘性優解 vを t = T まで延長する. t = T において u∗(T, ·), v∗(T, ·)を

u∗(T, x) := lim
r→0

sup{u∗(s, y) | T − r ≤ s < T, y ∈ RN , |y − x| ≤ r},(4.15)

v∗(T, x) := lim
r→0

inf{v∗(s, y) | T − r ≤ s < T, y ∈ RN , |y − x| ≤ r},

と定義する. このとき, u∗, v∗ は QT 上で有界で,それぞれ上半連続, 下半連続である. 更に
拡張された関数 u∗, v∗ は次の意味で (4.1)の粘性劣解,粘性優解である.

命題 4.5. ϕ ∈ C1,2((0, T ] × RN)を任意に取る.

(1) u∗ − ϕが (t0, x0) ∈ (0, T ] × RN で (0, T ] × RN における極大値を取るならば,

ϕt + F∗(Dϕ,D
2ϕ) ≤ 0 at (t0, x0).
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(2) v∗ − ϕが (t0, x0) ∈ (0, T ] × RN で (0, T ] × RN における極小値を取るならば,

ϕt + F∗(Dϕ,D2ϕ) ≥ 0 at (t0, x0).

注意 4.5. ϕ ∈ C1,2((0, T ]×RN)とは,ある δ1 > 0が存在して, ϕが (0, T + δ1) ×RN で C1,2 級
となるように拡張できることを意味する.

命題 4.5の証明. (1)のみを証明する. u∗ − ϕが (t0, x0)で極大値を取るとする. t0 < T なら
ば,証明することはないので, t0 = T とする. 命題 4.1の証明と同様にして,ある δ > 0に対
して

u∗(T, x0) = ϕ(T, x0), u∗(t, x) − ϕ(t, x) ≤ −{(t − T )2 + |x − x0|4}
for all (t, x) ∈ [T − δ, T ] × BN(x0, δ)

が成り立つ. u∗(T, ·)の定義 (4.15)より {(sk, yk)}+∞k=1
⊂ QT が存在して

(4.16) (sk, yk, u(sk, yk)) −→ (T, x0, u
∗(T, x0)) (k→ +∞)

となる.

任意の n ∈ Nに対して (tn, xn) ∈ [T − δ, T ]× BN(x0, δ)を u∗−ϕ− 1/{n(T − t)}の [T − δ, T ]×
BN(x0, δ)における最大値とする. このとき, tn < T (n ∈ N)である. 必要ならば部分列を取
ることによって

(tn, xn) −→ (t1, x1) ∈ [T − δ, T ] × B(x0, δ) (n→ +∞)

となる. 各 (t, x) ∈ [T − δ, T ) × BN(x0, δ)に対して

u(t, x) − ϕ(t, x) = lim
n→+∞

{
u(t, x) − ϕ(t, x) − 1

n(T − t)

}

≤ lim inf
n→+∞

{
u(tn, xn) − ϕ(tn, xn) − 1

n(T − tn)

}

≤ lim inf
n→+∞

{u∗(tn, xn) − ϕ(tn, xn)}
≤ lim sup

n→+∞
{u∗(tn, xn) − ϕ(tn, xn)} ≤ u∗(t1, x1) − ϕ(t1, x1)

≤ −{(t1 − T )2 + |x1 − x0|4}.

ここで (t, x) = (sk, yk)として k→ +∞とすると (4.16)より

0 = u∗(T, x0) − ϕ(T, x0) ≤ lim inf
n→+∞

{u∗(tn, xn) − ϕ(tn, xn)}

≤ lim sup
n→+∞

{u∗(tn, xn) − ϕ(tn, xn)} ≤ −{(t1 − T )2 + |x1 − x0|4} ≤ 0

が言える. よって, t1 = T , x1 = x0 かつ

lim
n→+∞
{u∗(tn, xn) − ϕ(tn, xn)} = u∗(T, x0) − ϕ(T, x0)
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となる. 更に u∗(tn, xn) −→ u∗(T, x0) (n→ +∞)も得られる.

uは QT における (4.1)の粘性劣解であることより

ϕt(tn, xn) + F∗(Dϕ(tn, xn),D2ϕ(tn, xn))

≤ ϕt(tn, xn) +
1

n(T − xn)2
+ F∗(Dϕ(tn, xn),D2ϕ(tn, xn)) ≤ 0

となる. n→ +∞とすると (1)の結論を得る. �

更に,半連続関数に対する最大値原理について述べておく.

定理 4.3. u ∈ US C(QT ), v ∈ LS C(QT ), ϕ ∈ C2(QT × QT ) に対して u(z1) − v(z2) − ϕ(z)

(z = (z1, z2))が z := (z1, z2) ∈ QT × QT で極大値を取るとする. このとき,任意の λ > 0に対
して X, Y ∈ SN+1 が存在して

(Dz1
ϕ(z), X) ∈ J2,+u(z1), (Dz2

ϕ(z), Y) ∈ J2,−v(z2),

−
(
1

λ
+ ‖A‖

)
≤


X O

O −Y

 ≤ A + λA2.

但し,

A :=


D2

z1z1
ϕ(z1, z2) D2

z1z2
ϕ(z1, z2)

D2
z2z2
ϕ(z1, z2) D2

z2z2
ϕ(z1, z2)

 , ‖A‖ := sup
z∈RM ,‖z‖=1

|〈Az, z〉|.

注意 4.6. (1)定理 4.3は比較定理 4.1の証明に適用しやすい形で述べた. 一般化した形で
は Crandall–Ishii–Lions [12], Giga [25], Koike [41], [42]等に書かれており,証明も与えられ
ている. それはかなり面倒なので,このノートには書かない.

(2) 定理 4.3 の証明では J2,±u(z) の定義に現れるような極限操作を行っている. もし,

J2,±u(z) が閉集合ならば何の問題もないが, J2,±u(z) は閉集合とは限らない (cf. Crandall–

Ishii–Lions [12, Example 2.1]を参照). そのため,先に述べた極限操作に関して閉じた集合
を考える必要があるので J2,±u(z)を導入している.

(3)この定理の原型は Ishii [31]によって得られた. その後, Crandall–Ishii [11]によって
半連続関数に対する最大値原理と呼ばれるものになった.

定理 4.3より以下の系が得られる. これは定理 4.1の証明に有用である.

系 4.1 (Ohnuma–Sato [46]). uを QT で定義された実数値関数とする. (t, x) ∈ QT に対して
(τ, p, X) ∈ R × RN × SN , l ∈ RN , a ∈ Rが

(4.17)



τ

p

 ,


tl a

X l


 ∈ J2,±

O u(t, x), O := (0, T ) × RN

を満たせば (τ, p, X) ∈ P1,2,±u(t, x)となる.

注意 4.7. 定理 4.3の主張に現れる X, Y ∈ SN+1 はそれぞれ

X =


tl a

X l

 , Y =


tm b

Y m

 , X, Y ∈ SN , l,m ∈ RN , a, b ∈ R

の形に表せる.
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系 4.1の証明. (4.17)が J
2,+

O u(t, x)の場合に成り立っているとする.すると, ∃{(tn, xn, τn, pn, Xn,

ln, an)}+∞
n=1
⊂ QT × R × RN × SN × RN × Rが存在して



τn

pn

 ,

an ln

tln Xn


 ∈ J2,+

O u(tn, xn),

(tn, xn, u(tn, xn), τn, pn, Xn, ln, an) −→ (t, x, u(t, x), τ, p, X, l, a) as n→ +∞.(4.18)

従って, (s, h)→ (0, 0)のとき

u(tn + s, xn + h) ≤ u(tn, xn) + τns + 〈pn, h〉 +
1

2

{
ans2 + 2s〈ln, h〉 + 〈Xnh, h〉

}
+ o(|s|2 + |h|2)

を得る. すると (an, ln) −→ (a, l) as n→ +∞より

sup
n∈N
|ans2| ≤ Cs2, |s〈ln, h〉| ≤ |s||ln||h| ≤ sup

n∈N
|ln|

(
2

3
|s|3/2 + 1

3
|h|3

)
≤ C|s|3/2 + |h|3)

が言える. ここで C > 0は n ∈ Nに依らない定数で, 2番目の不等式では Youngの不等式
を使った. よって,各 n ∈ Nに対して (s, h)→ (0, 0)のとき

u(tn + s, xn + h) ≤ u(tn, xn) + τns + 〈pn, h〉 +
1

2
〈Xnh, h〉 + o(|s| + |h|2)

となり (τn, pn, Xn) ∈ P1,2,+u(tn, xn)が示される. これと (4.18)より (τ, p, X) ∈ P1,2,+u(t, x)を
得る. �

定理 4.1の証明. 命題 4.5と Giga–Goto–Ishii–Sato [26], Ishii–Souganidis [35]に基づく. 命
題 4.5を考慮して u ∈ US C(QT ),かつ (4.1)の粘性劣解, v ∈ LS C(QT ),かつ (4.1)の粘性優
解と仮定しておく. また,

M := sup
(t,x)∈[0,T ]×RN

|u(t, x)| + sup
(t,x)∈[0,T ]×RN

|v(t, x)|

と定義する.

(4.14)が成り立たないとして矛盾を導く. 即ち,

lim
r→0

sup{u(t, x) − v(s, y) | (t, x), (s, y) ∈ QT , |t − s| ≤ r, |x − y| ≤ r} =: 5θ > 0

を仮定する. このとき ε0 ∈ (0, 1)が存在して,任意の ε ∈ (0, ε0)に対して

lim
r→0

sup{u(t, x) − v(s, y) − ε(t + s) | (t, x), (s, y) ∈ QT , |t − s| ≤ r, |x − y| ≤ r}(4.19)

≥ 4θ

を満たす.

Step 1. α, δ > 0に対して,関数 Φ = Φ(t, x, s, y), Ψ = Ψ(t, x, s, y)を

Φ(t, x, s, y) := u(t, x) − v(s, y) − α
4
{(t − s)4 + |x − y|4} − ε(t + s),

Ψ(t, x, s, y) := Φ(t, x, s, y) + δ(|x|2 + |y|2),

for (t, x, s, y) ∈ (QT )2
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とおく. Ψに対する最大点の存在を示す.

(4.19)より r0 > 0が存在して,任意の α ≫ 1/r4
0 に対して (t0, x0, s0, y0) ∈ (QT )2 が

Φ(t0, x0, s0, y0) ≥ 3θ, |t0 − s0|4 < 2θ/α, |x0 − y0|4 < 2θ/α

を満たすように取れる. よって, δ0 > 0を小さく取ることによって,任意の δ ∈ (0, δ0)に対
して

sup
(t,x,s,y)∈([0,T ]×RN )2

Ψ(t, x, s, y) ≥ 2θ

となる. また (4.13)より,小さな r1 ∈ (0, r0)が取れて

sup{Ψ(t, x, s, y) | 0 ≤ s, t ≤ r, x, y ∈ RN , |x − y| ≤ r}(4.20)

≤ sup{u(t, x) − v(s, y) | 0 ≤ s, t ≤ r, x, y ∈ RN , |x − y| ≤ r} ≤ θ for all r ∈ (0, r1).

δ(|x|2 + |y|2) ≥ M + 2T を満たす x, y ∈ RN に対して, Ψ(t, x, s, y) ≤ 0 なので, α ≫
α0 := 1/(r0 ∧ r1)4, δ ∈ (0, δ0)に対して Ψ(t, x, s, y)はある (t, x, s, y) ∈ (QT )2 で最大値を取り,

Ψ(t, x, s, y) ≥ 3θとなる. 但し, a ∧ b := min{a, b}である.

Step 2. (t, x, s, y)の挙動を見る. Ψ(t, x, s, y) ≥ 3θより

α{(t − s)4 + |x − y|4) + δ(|x|2 + |y|2} ≤ M

なので,

|t − s| + |x − y| ≤ 2

(
4M

α

)1/4

for all δ ∈ (0, δ0), ε ∈ (0, ε0),(4.21)

δ(|x| + |y|) −→ 0 as δ→ 0 (α ≫ α0, ε ∈ (0, ε0)に関して一様),(4.22)

である. 更に (4.20)より t, s > 0である.

Step 3. (4.1)を使って矛盾を導く.

半連続関数に対する最大値原理 (定理 4.3)と系 4.1より, Xδ, Yδ ∈ SN が存在して p := x−y

として

(ε + α(t − s)3, α|p|2 p + 2δx, Xδ) ∈ P1,2,+u(t, x),

(−ε + α(t − s)3, α|p|2 p − 2δy, Yδ) ∈ P1,2,−v(s, y),

− (1 + ‖A‖)


I O

O I

 ≤


Xδ O

O −Yδ

 ≤ A +
1

α
A2(4.23)

A := α|p|2


I −I

−I I

 + 2α


p ⊗ p −p ⊗ p

−p ⊗ p p ⊗ p

 + 2δ


I O

O I



≤ 3α|p|2


I −I

−I I

 + 2δ


I O

O I

 ,
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となる. ここで

‖A‖ := sup
ξ∈R2N ,

|ξ|≤1

|〈Aξ, ξ〉| ≤ 12α|p|2 + 2δ,

A2 ≤ (18α2|p|4 + 12αδ|p|2)


I −I

−I I

 + 4δ2


I O

O I

 ,

が確かめられるので, (4.23)は

−µ


I O

O I

 ≤


Xδ O

O −Yδ

 ≤ ν


I −I

−I I

 + ω


I O

O I

 ,(4.24)

µ :=
(
1 + 6α|p|2 + 2δ

)
, ν := (18α|p|2 + 12δ + 3α)|p|2, ω := 4α−1δ2 + 2δ,

と変形できる. u, vはそれぞれ (4.1)の粘性劣解,粘性優解であることより,

ε + α(t − s)3 + F∗(α|p|2 p + 2δx, Xδ) ≤ 0, −ε + α(t − s)3 + F∗(α|p|2 p − 2δy, Yδ) ≥ 0,

を得る. 辺々引くと

(4.25) 2ε ≤ F∗(α|p|2 p + 2δx, Yδ) − F∗(α|p|2 p − 2δy, Xδ).

(4.21), (4.22)に注意して δ→ 0として矛盾を導きたいが,そのために場合分けをする.

Case 1. p −→ 0 (δ→ 0)のとき.

(4.24)より, {Xδ}δ∈(0,δ0), {Yδ}δ∈(0,δ0) は δ ∈ (0, δ0)に関して有界なので,必要ならば部分列を
取ることによって Xδ −→ X0 ∈ SN , Yδ −→ Y0 ∈ SN (δ → 0)となる. すると, (4.24)において
δ→ 0とすると

(4.26)


X0 O

O −Y0

 ≤


O O

O O



となり, X0 ≤ O, Y0 ≥ Oを得る. 従って (4.25)において δ→ 0とすると

2ε ≤ F∗(0, Y0) − F∗(0, X0) ≤ F∗(0,O) − F∗(0,O) = 0

となり,矛盾を得る. ここで 2番目の不等式は F∗, F∗が退化楕円型であることから従い,最
後の等式は (4.6)による.

Case 2. p −→ p0(, 0) (δ→ 0)のとき.

上の議論より X0 ≤ Y0 である. 故に (4.25)において δ→ 0とすると (4.3)より

2ε ≤ F(α|p0|2 p0, Y0) − F(α|p0|2 p0, X0) ≤ F(α|p0|2 p0, X0) − F(α|p0|2 p0, X0) = 0

となり,矛盾を得る.

従って (4.14)が証明された. �

定理 4.2を証明する前に次の命題を示しておく.
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命題 4.6. S(, ∅)を (4.1)の粘性劣解の族とし, u(t, x) := sup{v(t, x) | v ∈ S}と定義する. uは
QT で有界と仮定する. すると以下が成り立つ.

(1) u ∈ S.

(2) v ∈ Sが (4.1)の粘性優解でないならば, w ∈ S, (s, y) ∈ QT が存在して, v(s, y) < w(s, y)

となる.

注意 4.8. 命題 4.6の証明と同様にして以下の事柄が証明できる: S(, ∅)を (4.1)の粘性優
解の族とし, u(t, x) := inf{v(t, x) | v ∈ S}と定義する. uは QT で有界と仮定する. すると以
下が成り立つ.

(1) u ∈ S.

(2) v ∈ Sが (4.1)の粘性劣解でないならば, w ∈ S, QT が存在して, v(s, y) > w(s, y)となる.

命題 4.6の証明. (1)任意の ϕ ∈ C1,2(QT )に対して u∗ − ϕが (t0, x0) ∈ QT で極大値を取った
とする. 命題 4.1の証明と同様に ϕを修正することによって u∗−ϕは (t0, x0)で Q((t0, x0), r0)

(∃r0 > 0)における狭義最大値を取り,

(4.27) u∗(t, x) − ϕ(t, x) ≤ −{(t − t0)2 + |x − x0|4} for all (t, x) ∈ Q((t0, x0), r0)

を満たすとしてよい. 上半連続包の定義より,各 n ∈ Nに対して (tn, xn) ∈ Q((t0, x0), r0) が
存在して (tn, xn, u(tn, xn)) −→ (t0, x0, u

∗(t0, x0)) (n → +∞) となる. また, 各 n ∈ N に対して
un ∈ Sが存在して un(tn, xn) > u(tn, xn)− 1/nを満たす. 更に, u∗n − ϕは (sn, yn) ∈ Q((t0, x0), r0)

で Q((t0, x0), δ)における最大値を取る. このとき,

u∗(t0, x0) − ϕ(t0, x0) − 1

n
≤ un(tn, xn) − ϕ(tn, xn) ≤ u∗n(sn, yn) − ϕ(sn, yn)

≤ u∗(sn, yn) − ϕ(sn, yn) ≤ −{(sn − t0)2 + |yn − x0|4}

より n→ +∞とすると

0 = u∗(t0, x0) − ϕ(t0, x0) ≤ lim inf
n→+∞

{u∗n(sn, yn) − ϕ(sn, yn)}

≤ − lim inf
n→+∞

{(sn − t0)2 + |yn − x0|4} ≤ 0,

0 = u∗(t0, x0) − ϕ(t0, x0) ≤ lim sup
n→+∞

{u∗n(sn, yn) − ϕ(sn, yn)}

≤ − lim sup
n→+∞

{(sn − t0)2 + |yn − x0|4} ≤ 0.

よって
(sn, yn, u

∗
n(sn, yn)) −→ (t0, x0, u

∗(t0, x0)) (n→ +∞)

を得る. un ∈ Sより
ϕt(sn, yn) + F∗(Dϕ(sn, yn),D2ϕ(sn, yn)) ≤ 0.

n→ +∞とすると u ∈ Sが言える.
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(2) v ∈ S が (4.1)の粘性優解でないとする. このとき, ϕ ∈ C1,2(QT ) が存在し, v∗ − ϕ は
(t0, x0) ∈ QT で極小値を取り,

(4.28) ϕt(t0, x0) + F∗(Dϕ(t0, x0),D2ϕ(t0, x0)) =: −2δ < 0

となる. ϕを修正することによって,ある r0 > 0が存在して

v∗(t0, x0) − ϕ(t0, x0) = 0 ≤ (t − t0)2 + |x − x0|4 ≤ v∗(t, x) − ϕ(t, x)(4.29)

for all (t, x) ∈ Q((t0, x0), r0)

ϕt + F∗(Dϕ,D2ϕ) ≤ −δ in Q((t0, x0), r0)(4.30)

を満たすとしてよい. δ1 := r4
0/2とおくと ϕ + δ1 は Q((t0, x0), r0)において (4.1)の古典劣解

である. (4.29)より ∂Q((t0, x0), r0)において

ϕ(t, x) + δ1 < {(t − t0)2 + |x − x0|4} ≤ v∗(t, x)

となり, ϕ(t0, x0) + δ1 > v∗(t0, x0)であることに注意する.

そこで w = w(t, x)を

w(t, x) :=


max{v(t, x), ϕ(t, x) + δ1} (t, x) ∈ Q((t0, x0), r0),

v(t, x) (t, x) < Q((t0, x0), r0)

と定義する. すると (1)より wは (4.1)の粘性劣解であり, w ∈ Sとなる.

b (0, T ) × RN

ϕ

v∗

ϕ + δ1

Q((t0, x0), r0)

(t0, x0)

図 4.2.1: wの構成の概略

ここで (2)の主張が証明できる. 実際, {(sn, yn)}+∞
n=1 ⊂ Q((t0, x0), r0)で v(sn, yn) −→ v∗(t0, x0)

(n→ +∞)を満たすものが取れる. この点列を用いて

lim
n→+∞
{w(sn, yn) − v(sn, yn)} = lim

n→+∞
max{0, ϕ(sn, yn) + δ1 − v(sn, yn)}

= max{0, δ1} = δ1 > 0

を得る. よって十分大きな n ∈ Nに対してw(sn, yn) > v(sn, yn)となる. �
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定理 4.2の証明. Ishii–Souganidis [35]に従い, Perronの方法を用いる.そのために,初期値
u0 ∈ BUC(RN)を満たす粘性劣解,粘性優解を構成する.

Step 1. 関数 f ∈ C2([0,+∞))を次のように定義する:

f (r) :=



r4 (r ∈ [0, 1)),

nondecreasing (r ∈ [1, 2)),
3

2
(r ∈ [2,+∞)).

このとき, f ′ ≥ 0 in [0,+∞)かつ

sup
r≥0

f ′(r) < +∞, sup
p∈RN

f ′(|p|)
|p| < +∞,

に注意する.

Step 2. ε ∈ (0, 1)を固定する. Step 1で導入した f を用いて (4.1)の粘性劣解,粘性優解
を構成する.

u0 ∈ BUC(RN)より,定数 Aε > 0が存在して,

|u0(x) − u0(y)| ≤ ε + Aε f (|x − y|) for all x, y ∈ RN

が成り立つ. そこで, u = u(t, x; ε, y), u = u(t, x; ε, y)を

u(t, x; ε, y) := −Bεt + u0(y) − ε − Aε f (|x − y|),
u(t, x; ε, y) := Bεt + u0(y) + ε + Aε f (|x − y|)

とおく. 但し, Bε > 0は後で決める定数とする. ここで (4.7)を使うと p := x − yとして

u
t
+ F∗(Du,D2u)

= −Bε + F∗

(
−Aε

f ′(|p|)
|p| p,−Aε

f ′(|p|)
|p|

(
I − p ⊗ p

|p|2

)
− Aε f ′′(|p|) p

|p| ⊗
p

|p|

)

= −Bε − Aε

f ′(|p|)
|p| F∗(p, I),

ut + F∗(Du,D2u) = Bε + Aε

f ′(|p|)
|p| F∗(p, I).

このとき

Bε := Aε sup
p∈RN

∣∣∣∣∣
f ′(|p|)
|p| {F∗(p, I) ∨ F∗(p, I)}

∣∣∣∣∣

とおくと u, u はそれぞれ (4.1) の古典劣解, 古典優解となる. 更に, 任意の ε ∈ (0, 1),

t ∈ [0, T ), x, y ∈ RN に対して u(t, x; ε, y) ≤ u0(x) ≤ u(t, x; ε, y)を満たす. ここで　

U(t, x) := sup
ε>0,y∈RN

u(t, x; ε, y), U(t, x) := inf
ε>0,y∈RN

u(t, x; ε, y)
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と定義する. すると,これらは命題 4.2,注意 4.8より,それぞれ (4.1)の粘性劣解,粘性優解
となり,

−B1T − ‖u0‖BUC(RN ) − 1 − 3A1

2
≤ U∗(t, x) ≤ u0(x) ≤ U∗(t, x)(4.31)

≤ B1T + ‖u0‖BUC(RN ) + 1 +
3A1

2
for (t, x) ∈ [0, T ) × RN

を満たす. また,任意の ε ∈ (0, 1), y ∈ RN に対して

(4.32) −Bεt + u0(y) − ε ≤ U(t, y) ≤ u0(y), u0(y) ≤ U(t, y) ≤ Bεt + u0(y) + ε

となるので, (t, y)→ (0, x), ε→ 0とすると

(4.33) U∗(0, x) = u0(x) = U
∗
(0, x) for all x ∈ RN

を得る.

Step 2. 集合 Sを

S := {v : [0, T ) × RN −→ R | vは (4.1)の粘性劣解, U∗ ≤ v ≤ U∗ in [0, T ) × RN},
u(t, x) := sup{v(t, x) | v ∈ S}

と定義する. S , ∅に注意する. 任意の v ∈ Sに対して U∗の定義と (4.32)より

(4.34) v∗(t, x) − U∗(s, y) ≤ U
∗
(t, x) − U∗(s, y) ≤ Bεt + ε + Aε f (|x − y|)

となるので

lim
r→0

sup{v∗(t, x) − U∗(s, y) | 0 ≤ t, s < r, x, y ∈ RN , |x − y| < r} ≤ 0.

更に,命題 4.2 (1)より, u∗ ≤ U∗ in Q̂T なので, u ∈ Sとなる.

Step 3. uは (4.1)の粘性優解であることを示す.

uが (4.1)の粘性優解でないと仮定する. すると,命題 4.2 (2)の証明と同様に, ϕ ∈ C1,2(QT ),

r0 > 0が存在し, u∗ − ϕは (t0, x0) ∈ QT で極小値を取り, v = uとして (4.28) - (4.30)が成り
立つ. また, ϕ(t0.x0) = u∗(t0, x0) ≤ U∗(t0, x0)であるが, U∗(t0, x0) > ϕ(t0, x0)が成り立つ. 何故
ならば,もしU∗(t0, x0) = ϕ(t0, x0)とすると,

ϕ ≤ v∗ ≤ U∗ in Q((t0, x0), r0)

となるため, U∗ − ϕは (t0, x0)で極小値を取る. U は (4.1)の粘性優解であるから,

ϕt(t0, x0) + F∗(Dϕ(t0, x0),D2ϕ(t0, x0)) ≥ 0

を得る. しかし, これは (4.28) に反する. よって U∗(t0, x0) > ϕ(t0, x0) が成り立つ. そこで,

τ > 0 を U∗(t0, x0) > ϕ(t0, x0) + τ を満たすように小さく取り, 更に r1 ∈ (0, r0) が存在して
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U∗ > ϕ + τ in Q((t0, x0), r1)が成り立つ. 必要ならば, τを min{τ, r4
1
/2}に置き換えることに

より, (4.29)より ∂Q((t0, x1), r1)において

ϕ(t, x) + τ < −{(t − t0)2 + |x − x0|4} ≤ v∗(t, x)

となり, ϕ(t0, x0) + τ > v∗(t0, x0)であることに注意する.

そこで w = w(t, x)を

w(t, x) :=


max{u(t, x), ϕ(t, x) + τ} (t, x) ∈ Q((t0, x0), r1),

u(t, x) (t, x) < Q((t0, x0), r1)

と定義する. すると, wは (4.1)の粘性劣解であり, w ∈ Sとなる.

{(sn, yn)}+∞
n=1 ⊂ Q((t0, x0), r1)で v(sn, yn) −→ v∗(t0, x0) (n → +∞)を満たすものが取れる. こ

の点列を用いて

lim
n→+∞
{w(sn, yn) − v(sn, yn)} = lim

n→+∞
max{0, ϕ(sn, yn) + δ1 − v(sn, yn)}

= max{0, δ1} = δ1 > 0

を得る. よって十分大きな n ∈ Nに対してw(sn, yn) > u(sn, yn)となる. これは uの定義に反
する. 従って, uは (4.1)の粘性優解である.

b (0, T ) × RN

ϕ

v∗

U∗

ϕ + δ1

Q((t0, x0), r0)

(t0, x0)

図 4.2.2: wの構成の概略

(4.31)より uは Q̂T で有界であり, (4.1)の粘性解である. 更に Sの定義と (4.34)の 2番
目の不等式より

lim
r→0

sup{u∗(t, x) − u∗(s, y) | 0 ≤ t, s < r, x, y ∈ RN , |x − y| < r}

= lim
r→0

sup{U∗(t, x) − U∗(s, y) | 0 ≤ t, s < r, x, y ∈ RN , |x − y| < r}
≤ 0
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である. また (4.33) とこの不等式より u∗(0, x) = u∗(0, x) = u0(x) (x ∈ RN) となる. 従って,

定理 4.1 より u は u ∈ BUC(Q̂T ) で u(0, x) = u0(x) を満たす (4.1) の唯一つの粘性解であ
る. �

次に粘性解の安定性について述べる. {Fε}ε>0 ⊂ C(RN × SN)が任意の (p, X) ∈ RN × SN に
対して

F(p, X) ≤ lim
r→0

inf{Fε(q, Y) | (q, Y) ∈ RN × SN , |q − p| < r, ‖Y − X‖ < r, 0 < ε < r},(4.35)

F(p, X) ≥ lim
r→0

sup{Fε(q, Y) | (q, Y) ∈ RN × SN , |q − p| < r, ‖Y − X‖ < r, 0 < ε < r},(4.36)

を満たすとする. ここで, F ∈ LS C(RN × SN), F ∈ US C(RN × SN)とする. このとき,次の安
定性定理が成り立つ.

定理 4.4. 任意の (p, X) ∈ RN × SN に対して (4.35), (4.36)が成り立つとする. 各 ε > 0に対
して uε = uε(t, x)を

(4.37) ut + Fε(Du,D2u) = 0 in (0, T ) × RN

の粘性劣解とし, {uε}ε>0 は Q̂T で一様有界とする. uを

(4.38) u(t, x) := lim
r→0

sup{uε(s, y) | (s, y) ∈ Q̂T , |s − t| < r, |y − x| < r, 0 < ε < r},

と定義する. このとき uは,

(4.39) ut + F(Du,D2u) = 0 in QT ,

の粘性劣解である.

同様に uε を (4.37)の粘性優解とし, {uε}ε>0 は Q̂T で一様有界とする. uを

(4.40) u(t, x) := lim
r→0

inf{uε(s, y) | (s, y) ∈ Q̂T , |s − t| < r, |y − x| < r, 0 < ε < r},

と定義する. このとき uは,

(4.41) ut + F(Du,D2u) = 0 in QT ,

の粘性優解である. 　

もう少し条件を課すと以下のような結論が得られ,解の安定性を少しわかりやすく示し
ている.

系 4.2. F = F = F in RN × SN を仮定する. u0 ∈ BUC(RN) に対して uε を uε(0, x) = u0(x)

(x ∈ RN) を満たす (4.37) の粘性解とする. また, u, u に対して u(0, x) = u(0, x) = u0(x)

(x ∈ RN)と (4.13)が成り立つとする. このとき, u = u(=: u) ∈ BUC(Q̂T )となり, uは (4.1)

の粘性解である. 更に

(4.42) uε −→ u (ε→ 0, Q̂T 上で広義一様)

が成り立つ.
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F ∈ C(RN × SN)で F = F = F in RN × SN ならば, (4.35), (4.36)は {Fε}ε>0が F にRN × SN

上で広義一様収束することを意味する. この系より,粘性解は (広義)一様収束に関して安
定であることが言える.

定理 4.4の証明. {uε}ε>0 の一様有界性より, u, uはともに Q̂T で有界である. また,補題 4.1

の証明と同様にして u ∈ US C(Q̂T ), u ∈ LS C(Q̂T )が示せる.

uが (4.39)の粘性劣解であることを示す. uが (4.41)の粘性優解であることの証明も同
様である. 任意の ϕ ∈ C1,2(QT )に対して u − ϕが (t0, x0) ∈ QT で極大値を取ったとする. ϕ

を修正して u(t0, x0) = ϕ(t0, x0)かつ

u(t, x) − ϕ(t, x) ≤ −{(t − t0)2 + |x − x0|4} in Q((t0, x0), r0) for some r0 > 0

としてよい.

uの定義より, {(εn, sn, yn)}+∞
n=1
⊂ (0, 1) × Q((t0, x0), r0)が存在して

(4.43) (εn, sn, yn, u
εn(sn, yn)) −→ (0, t0, x0, u(t0, x0)) (n→ +∞)

を満たす. 各 n ∈ Nに対して uεn∗ −ϕは (tn, xn) ∈ Q((t0, x0), r0)でQ((t0, x0), r0)における最大
値を取るとする. 必要ならば部分列を取ることによって, (tn, xn) −→ (t1, x1) ∈ Q((t0, x0), r0)

(n→ +∞)としてよい. すると

uεn(sn, yn) − ϕ(sn, yn) ≤ uεn∗(tn, xn) − ϕ(tn, xn) ≤ −{(tn − t0)2 + |xn − x0|4}

より n→ +∞とすると (4.43)を用いて

0 ≤ lim inf
n→+∞

{uεn∗(tn, xn) − ϕ(tn, xn)} ≤ lim sup
n→+∞

{uεn∗(tn, xn) − ϕ(tn, xn)}

≤ lim
n→+∞
{−(tn − t0)2 − |xn − x0|4} ≤ −{(t1 − t0)2 + |x1 − x0|4}.

となる. よって (tn, xn, u
εn∗(tn, xn)) −→ (t0, x0, u(t0, x0)) (n→ +∞)を得る.

uεn は (4.37)の粘性劣解なので

ϕt(tn, xn) + Fεn
(Dϕ(tn, xn),D2ϕ(tn, xn)) ≤ 0

が成り立つ. n→ +∞とすると (4.35)より結論が得られる. 　 �

系 4.2の証明. 定理 4.1, 4.4より u(= u = u)は (4.1)に対して唯一つの粘性解である.

(4.42)を示す. 任意の T ′ ∈ (0, T ),任意のコンパクト集合 K ⊂ RN を固定する.

lim sup
ε→0

Mε =: δ(> 0), Mε := max
(t,x)∈[0,T ′]×K

|uε(t, x) − u(t, x)|

と仮定して矛盾を導く. このとき, {εn}+∞n=1 ⊂ (0, 1)が存在して

(εn, Mεn
) −→ (0, δ) (n→ +∞).
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各 n ∈ Nに対して

Mεn
= |uεn(tn, xn) − u(tn, xn)|, (tn, xn) ∈ [0, T ′] × K

とする. 必要ならば部分列を取ることにより (tn, xn) −→ (t0, x0) ∈ [0, T ′] × K (n → +∞)と
してよい. |uεn(tn, xn) − u(tn, xn)| = uεn(tn, xn) − u(tn, xn)のとき

δ = lim
n→+∞
{uεn(tn, xn) − u(tn, xn)} ≤ u(t0, x0) − u(t0, x0) = 0

を得る. |uεn(tn, xn) − u(tn, xn)| = u(tn, xn) − uεn(tn, xn)の場合は

δ = lim
n→+∞
{u(tn, xn) − uεn(tn, xn)} ≤ u(t0, x0) − u(t0, x0) = 0

となり,いずれの場合も δ > 0に矛盾する. よって δ = 0が言えて証明が終わる. �

定理 4.4, 系 4.2で粘性解の安定性を紹介した. 実は, F が (4.2)で与えられているとき,

これらの結果を直接使うことはできない. F が (4.2)で与えられているとき, F の近似とし
ては ε > 0として

(4.44) Fε(p, X) := −tr

{(
I − p ⊗ p

|p|2 + ε

)
X

}

或いは

Fε(p, X) := −ε tr X − tr

{(
I − p ⊗ p

|p|2 + ε

)
X

}

がよく用いられる. この場合の F, F を求めてみる. p , 0 のときは F(p, X) = F(p, X) =

F(p, X)となるのはすぐにわかる. p = 0の場合は

|q|√
|q|2 + ε

≤ 1 for all q ∈ RN

であることから,必要ならば部分列を取ることにより,

lim
(ε,q)→(0,0)

q√
|q|2 + ε

= ν ∈ RN , |ν| ≤ 1

としてよい. すると,

lim inf
(ε,q,Y)→(0,0,X)

Fε(q, Y) ≥ inf{−tr{(I − ν ⊗ ν)X} | ν ∈ RN , |ν| ≤ 1},

lim sup
(ε,q,Y)→(0,0,X)

Fε(q, Y) ≤ sup{−tr{(I − ν ⊗ ν)X} | ν ∈ RN , |ν| ≤ 1},

が成り立つ. ここで

F(0, X) = inf{−tr{(I − ν ⊗ ν)X} | ν ∈ RN , |ν| ≤ 1},
F(0, X) = sup{−tr{(I − ν ⊗ ν)X} | ν ∈ RN , |ν| ≤ 1},

とおくと, F(0, X), F(0, X) と (4.4), (4.5) で得られている F∗(0, X), F∗(0, X) は F(0, X) ≤
F∗(0, X), F∗(0, X) ≤ F(0, X) となり, X , Oのとき,等号が成り立つとは限らない. 従って,

F, F の場合に定理 4.4と同様の結果を得るには証明の修正が必要である. この点について
は後で述べる.
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注意 4.9. Evans–Spruck [22]では (直接用いているわけではないが) 先程の F, F を用いて
(4.1)に対する粘性解を定義し,その一意存在を証明している.

(4.7)を使うと,方程式 (4.1)特有の次の定理が成り立つ.

定理 4.5 (Chen–Giga–Goto [10]). u : Q̂T −→ R を (4.1) の粘性劣解 (resp, 粘性優解) とし,

θ ∈ C(R)を単調非減少とする. このとき θ ◦ uも (4.1)の粘性劣解 (resp,粘性優解)である.

注意 4.10. 粘性劣解に関する主張は θ ∈ US C(R)で,粘性優解に関する主張は θ ∈ LS C(R)

で成り立つ. 詳細はGiga [25, Chapter 4, Section 2]を参照のこと.

定理 4.5を証明するために次の補題を用意する.

補題 4.2. θ ∈ C(R) は単調非減少とする. このとき,滑らかで狭義単調増加な関数列 {θ}+∞
n=1

が存在し,

θn −→ θ (n→ +∞, R上で一様).

証明. Chen–Giga–Goto [10], Giga [25]に従って証明する. n ∈ N, j ∈ Zに対して

a
(n)

j
:= inf{t ∈ R | θ(r) ≥ j/n}

とおく. θの非減少性より

(4.45) a
(n)

j
≤ a

(n)

j+1
for all j ∈ Z, n ∈ N.

各 n ∈ Nに対して {a(n)

j
}+∞

j=−∞ は集積点を持たない. 何故ならば,もし {a(n)

j
}+∞

j=−∞ が集積点を
持てば, (4.45)より

a
(n)

j
−→ ∃a(n)

∞ ∈ R ( j→ +∞)

となる. a
(n)

j
の定義と θ ∈ C(R)より, θ(r) −→ +∞ (r → a

(n)
∞ )が示される. これは |θ(a(n)

∞ )| < +∞
と矛盾する.

θn(r)を以下のように定義する:

θn ∈ C(R), θn(a
(n)

j
) :=

j

n
,

θn(r) = (1次式) for r ∈ (a
(n)

j
, a

(n)

j+1
), j ∈ Z

とする. すると θn は非減少で

|θn(r) − θ(r)| ≤ 1

n
for r ∈ [a

(n)

j
, a

(n)

j+1
] and j ∈ Z

なので θn −→ θ ( j→ +∞, R上で一様収束)が成り立つ.

{a(n)

j
}+∞j=−∞ は集積点を持たないので, 十分小さな δn > 0が存在して,各 j ∈ Zに対して区

間 (a
(n)

j
− δn, a

(n)

j
+ δn)が取れる. この区間内で近似することによって θnは R上において C2

関数で近似できる. それを改めて θn とおく. θn(r) := θn(r) + tanh(r)/nとおくと, θn は狭義
単調増加な C2 関数であり, n→ +∞とすると θn は R上で θに一様収束する. �
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定理 4.5の証明. 粘性劣解の場合のみを示す.

Step 1. (θ ◦ u)∗ = θ ◦ u∗ in Q̂T を示す.

θ ∈ C(R)かつ,単調非減少性より (θ ◦ u)∗ ≤ θ ◦ u∗ in Q̂T は容易にわかる
(t, x) ∈ Q̂T を固定する. θ ∈ C(R)なので,任意の ε > 0に対して,ある δ > 0が存在して

|r − u∗(t, x)| < δ =⇒ |θ(r) − θ(u∗(t, x))| < ε

となる. また, {(tn, xn)}+∞
n=1 ⊂ (0, T ) × RN が存在して

(tn, xn) −→ (t, x) (n→ +∞), |u(tn, xn) − u∗(t, x)| < 1

n
.

すると,十分大きな n ∈ Nに対して

θ

(
u(tn, xn) +

1

n

)
= θ

(
u(tn, xn) +

1

n

)
− θ(u∗(t, x)) − θ(u(tn, xn)) + θ(u∗(t, x))

+θ(u(tn, xn))

≤ θ(u(tn, xn)) + 2ε

となるので

θ(u∗(t, x)) ≤ θ
(
u(tn, xn) +

1

n

)
≤ θ(u(tn, xn)) + 2ε ≤ (θ ◦ u)∗(tn, xn) + 2ε

を得る. n→ +∞, ε→ 0とすると (θ ◦ u∗)(t, x) ≤ (θ ◦ u)∗(t, x)となる. 従って, (θ ◦ u)∗ = θ ◦ u∗

in Q̂T が成り立つ.

Step 2. θは C2(R)かつ狭義単調増加と仮定して定理 4.2の主張を示す.

任意の ϕ ∈ C1,2(QT )に対して (θ ◦ u)∗ − ϕが (t0, x0) ∈ QT で極大値を取ったとする. ϕを
修正して (θ ◦ u)∗ − ϕは (4.27)を満たすとしてよい. θ′ > 0なので,逆関数 θ−1 が存在して
θ−1 ∈ C2(R),かつ (θ−1)′ > 0 in Rである. このとき u∗ − θ−1 ◦ ϕは (t0, x0)で極大値を取る.

D(θ−1 ◦ ϕ) = (θ−1)′(ϕ)Dϕ, D2(θ−1 ◦ ϕ) = (θ−1)′′(ϕ)Dϕ ⊗ Dϕ + (θ−1)′(ϕ)D2ϕ

なので, Dϕ(t0, x0) , 0のとき, F が (4.7)を満たすので (t0, x0)において

(θ−1 ◦ ϕ)t + F∗(D(θ−1 ◦ ϕ),D2(θ−1 ◦ ϕ)) = (θ−1)′(ϕ){ϕt + F∗(Dϕ,D
2ϕ)} ≤ 0

を得る. (θ−1)′ > 0より
ϕt + F∗(Dϕ,D

2ϕ) ≤ 0 at (t0, x0)

となる.

Step 3. θ ∈ C(R),かつ非減少の場合に定理 4.2の主張を示す.任意の ϕ ∈ C1,2(QT )に対し
て (θ ◦ u)∗ − ϕが (t0, x0) ∈ QT で極大値を取ったとする. ϕを修正して (θ ◦ u)∗ − ϕは ∃r0 > 0

に対して (4.27)を満たすとしてよい.

補題 4.2より関数列 {θn}+∞n=1
⊂ C2(R)が存在して,

(4.46) θ′n > 0 in R, θn −→ θ (n→ +∞, R上で一様)
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を満たす. (θn ◦ u)∗ − ϕが (tn, xn) ∈ Q((t0, x0), r0)において最大値を取るとする. 必要ならば
部分列を取ることにより,

(tn, xn) −→ (t1, x1) ∈ Q((t0, x0), r0) (n→ +∞)

としてよい. (4.46), (4.27)と (θn ◦ u)∗(t0, x0) − ϕ(t0, x0) ≤ (θn ◦ u)∗(tn, xn) − ϕ(tn, xn)より

0 = (θ ◦ u)∗(t0, x0) − ϕ(t0, x0) = lim
n→+∞

(θn ◦ u)∗(t0, x0) − ϕ(t0, x0)

≤ lim inf
n→+∞

{(θn ◦ u)∗(tn, xn) − ϕ(tn, xn)} ≤ lim sup
n→+∞

{(θn ◦ u)∗(tn, xn) − ϕ(tn, xn)}

≤ (θ ◦ u)∗(t1, x1) − ϕ(t1, x1)

≤ −{(t1 − t0)2 + |x1 − x0|4} ≤ 0.

従って (t1, x1) = (t0, x0)及び (θn ◦ u)∗(tn, xn) −→ (θ ◦ u)∗(t0, x0) (n→ +∞)を得る. 各 n ∈ Nに
対して上の議論より

ϕt + F∗(Dϕ,D
2ϕ) ≤ 0 at (tn, xn).

n→ +∞として結論を得る. �

(1.1)に対する広義解を定義する.

定義 4.3. u ∈ C(QT )を (4.1)の粘性解とする. Γ(t) := {u(t, ·) = 0}とし, {Γ(t)}0≤t<T を (1.1)の
広義解という.

(1.1)の広義解に対する定義可能性は以下のような形で成り立つ.

定理 4.6. u, v ∈ BUC(Q̂T )を (4.1)の粘性解とする. このとき

(4.47) {u(0, ·) > 0} = {v(0, ·) > 0}, {u(0, ·) = 0} = {v(0, ·) = 0}, {u(0, ·) < 0} = {v(0, ·) > 0},

ならば,各 t ∈ [0, T )に対して

{u(t, ·) > 0} = {v(t, ·) > 0},(4.48)

{u(t, ·) = 0} = {v(t, ·) = 0},(4.49)

{u(t, ·) < 0} = {v(t, ·) > 0}.(4.50)

この定理は {Γ(t)}t∈[0,T ) は Γ(0) によって決まり, Γ(0) = {u(0, ·) = 0} を満たす u(0, ·) ∈
BUC(RN)の選び方には依らないことを意味している.

定理 4.6の証明. M := sup
(t,x)∈[0,T )×RN

(|u(t, x)| + |v(t, x)|)とおく.

Step 1. (4.48)を示す.

n ∈ Nに対して θn ∈ C(R)を

θn(r) = min{max{nr, 0}, M}
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とおく. 定理 4.5より (θn ◦ u)は (4.1)の粘性解であり,

{(θn ◦ u)(t, ·) > 0} = {u(t, ·) > 0} for all t ∈ [0, T ).

ここで,

θ(t, x) := lim inf
(s,y)→(t,x),n→+∞

(θn ◦ u)(s, y) =


M if t ∈ [0, T ) and x ∈ {u(t, ·) > 0},
0 otherwise,

とおくと,定理 4.4より θは (4.1)の粘性優解であり,

{θ(t, ·) > 0} = {u(t, ·) > 0} for all t ∈ [0, T ).

を満たす. また, v ∈ BUC(Q̂T )であり, (4.47)より v(0, ·) ≤ θ(0, ·) in RN も成り立つことから,

Giga–Goto–Ishii–Sato [26, Theorem 2.2] より v ≤ θ in Q̂T が言える. 従って, {v(t, ·) > 0} ⊂
{u(t, ·) > 0} (t ∈ [0, T ))を得る.

上の議論で u, vを入れ替えると {u(t, ·) > 0} ⊂ {v(t, ·) > 0} (t ∈ [0, T ))を得るので, (4.48)

が示される.

Step 3. (4.50)を示す.

θn = θn(r)を
θn(r) := max{min{nr, 0},−M} for r ∈ R

とし,

θ(t, x) := lim sup
(s,y)→(t,x),n→+∞

(θn ◦ u)(s, y) =


−M if t ∈ [0, T ) and x ∈ {u(t, ·) < 0},
0 otherwise

とおくと,定理 4.4より θは (4.1)の粘性劣解であり,

{θ(t, ·) < 0} = {u(t, ·) < 0} for all t ∈ [0, T ).

を満たす. また, v ∈ BUC(Q̂T ) であり, (4.47) より θ(0, ·) ≤ v(0, ·) in RN も成り立つこと
から, 上と同様の議論により, {v(t, ·) < 0} ⊂ {u(t, ·) < 0} (t ∈ [0, T )) を得る. 同じ方法で
{u(t, ·) < 0} ⊂ {v(t, ·) < 0} (t ∈ [0, T ))も示されるので (4.50)がわかる.

Step 1,2より (4.49)を得る. �

(4.1)に対する粘性解と同値な命題を述べる.これは 5節で使われる.

命題 4.7 (Barles–Georgelin [5]). uを QT で有界な関数とする.

(1) u が (4.1) の粘性劣解であることと次が成り立つことは同値である: 任意の ϕ ∈
C1,2(QT )に対して u∗ − ϕが (t0, x0) ∈ QT で極大値を取るならば, (t0, x0)において

ϕt + F∗(Dϕ,D
2ϕ) ≤ 0 if Dϕ , 0,

ϕt ≤ 0 if Dϕ = 0, D2ϕ = O.(4.51)
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(2) u が (4.1) の粘性優解であることと次が成り立つことは同値である: 任意の ϕ ∈
C1,2(QT )に対して u∗ − ϕが (t0, x0) ∈ QT で極小値を取るならば, (t0, x0)において

ϕt + F∗(Dϕ,D
2ϕ) ≥ 0 if Dϕ , 0,

ϕt ≥ 0 if Dϕ = 0, D2ϕ = O.

この命題において, Dϕ(t0, x0) = 0ならばD2ϕ(t0, x0) = Oの場合のみを考えればよいこと
に注意する.

命題 4.7の証明. (1)のみを証明する. 簡単のため, u ∈ US C(QT )とする.

Step 1. uが定義 4.2の意味で (4.1)の粘性劣解ならば, F∗(0,O) = 0に注意すると, (1)の
主張が成り立つことは容易に分かる

Step 2. (1)の主張が成り立つとする. ϕ ∈ C1,2(QT )に対して, u − ϕが (t0, x0) ∈ QT で極大
値を取ったとする. ϕを修正することによって (4.27)を満たすとしてよい.

Dϕ(t0, x0) , 0 ならば, 命題 4.1 (1) より (4.8) を満たすので Dϕ(t0, x0) = 0 と仮定する.

D2ϕ(t0, x0) = Oならば,仮定の ϕt(t0, x0) ≤ 0と F∗(0,O) = 0より

ϕt + F∗(Dϕ,D
2ϕ) ≤ 0 at (t0, x0)

を得る. よって D2ϕ(t0, x0) , Oとしてよい.

ε > 0に対して

ψ(t, x, y) := u(t, x) − ϕ(t, y) − |x − y|4
ε

for (t, x, y) ∈ (0, T ) × RN × RN

とおく. (tε, xε, yε) ∈ [t0 − r0, t0 + r0] × B(x0, r0) × B(x0, r0) を ψ(t, x, y) の [t0 − r0, t0 + r0] ×
B(x0, r0) × B(x0, r0)における最大値とする. 必要ならば,部分列を取ることによって

(tε, xε, yε) −→ (t1, x1, y1) ∈ [t0 − r0, t0 + r0] × B(x0, r0) × B(x0, r0) (ε→ 0)

となる. また, 0 = ψ(t0, x0, x0) ≤ ψ(tε, xε, yε)より

|xε − yε|4 ≤ ε
 sup

t∈[t0−r0,t0+r0], x,y∈B(x0 ,r0)

{u(t, x) − ϕ(t, y)}


なので, |xε − yε| −→ 0 (ε → 0) を得る. 故に x1 = y1 となる. ψ(t0, x0, x0) ≤ ψ(tε, xε, yε) と
(4.27)より

0 = ψ(t0, x0, x0) ≤ lim inf
ε→0

ψ(tε, xε, yε) ≤ lim sup
ε→0

ψ(tε, xε, yε)

≤ u(t1, x1) − ϕ(t1, x1) ≤ −{(t1 − t0)2 + |x1 − x0|4}

が得られ, (t1, x1) = (t0, x0)及び u(tε, xε) −→ u(t0, x0) (ε→ 0)が示される.

35



y 7→ u(tε, xε) −
|xε − y|4

ε
− ϕ(t, y)は yε で極大値を取るので

Dϕ(tε, yε) =
4|xε − yε|2(xε − yε)

ε
,

D2ϕ(tε, yε) ≥ −
4|xε − yε|2

ε
I − 8(xε − yε) ⊗ (xε − yε)

ε

となる.

Case 1. Dϕ(tε, yε) = 0の場合

xε = yε となる. ここで (t, x) 7→ u(t, x) − |x − yε|4
ε

− ϕ(t, yε) は (tε, xε) で極大値を取り,

D

(
|xε − yε|4

ε

)
= 0, D2

(
|xε − yε|4

ε

)
= O となる. よって (4.51) より ϕt(tε, yε) ≤ 0 となる. 一

方, D2ϕ(tε, yε) ≥ O, F∗の退化楕円性と (4.6)より,

ϕt + F∗(Dϕ,D
2ϕ) ≤ F∗(0,O) = 0 at (tε, yε).

ε→ 0とすると (4.8)を得る.

Case 2. Dϕ(tε, yε) , 0の場合

(t, x) 7→ u(t, x) − |xε − yε|4
ε

− ϕ(t, x − (xε − yε))は (tε, xε)で極大値を取るので,

ϕt + F∗(Dϕ,D
2ϕ) ≤ 0 at (tε, yε)

となる. ε→ 0とすると (4.8)を得る. �

ϕ ∈ C1,2(QT ) に対して u∗ − ϕ が (t0, x0) ∈ QT で極大値を取るとき, Taylor の定理より
(t0, x0)の近くでは ϕ(t, x) = ϕ1(t) + ϕ2(x)としてよい. ここで, ϕ1 ∈ C1(0, T ), ϕ2 ∈ C2(RN)で

ϕ(t0, x0) = ϕ1(t0) + ϕ2(x0), ϕ1,t(t0) = ϕ(t0, x0),

Dϕ2(t0, x0) = Dϕ2(x0), D2ϕ2(t0, x0) = D2ϕ(t0, x0)

を満たすとする. このとき, Dϕ2(x0) = 0, D2ϕ2(t0, x0) = Oならば,命題 4.1の証明を見ると,

x0 の近くで ϕ2(x) = α|x − x0|4 + ϕ(t0, x0) (α > 0)に置き換えてよいことを示している (更に
(4.1)は未知関数自身を含んでいないので, ϕ2(x) = α|x − x0|4 としてよい).この点に関して,

命題 4.1の証明では定理 4.1のような比較定理と同様に変数二重化の方法を用いているが,

少し直接的に考えてみる.

ϕ1 ∈ C1(0, T ), ϕ2 ∈ C2(RN) に対して u∗ − (ϕ1 + ϕ2) が (t0, x0) ∈ QT で極大値 0 を取り,

Dϕ2(x0) = 0, D2ϕ2(x0) = Oとする. 命題 4.1の証明と同じ議論によって

u∗(t, x) − ϕ1(t) − ϕ2(x) ≤ −{(t − t0)2 + |x − x0|4} for (t, x) ∈ Q((t0, x0), r0)

としてよい. Dϕ(x0) = 0, D2φ2(x0) = Oより,ある ψ ∈ C2([0, r0])が存在して

|ϕ2(x) − ϕ2(x0)| ≤ ψ(|x − x0|) for x ∈ B(x0, r0),

ψ(0) = ψ′(0) = ψ′′(0) = 0, ψ(r) > 0 for r > 0
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を満たす. ψの構成に関しては命題 4.2の証明を参照のこと. このとき,

ψ(| · −x0|) = 0, Dψ(| · −x0|) = 0, D2ψ(| · −x0|) = O at x0

に注意する. また,

u∗(t, x) − ϕ1(t) − ψ(|x − x0|) − ϕ2(x0) ≤ u∗(t, x) − ϕ1(t) − ϕ2(x) ≤ −{(t − t0)2 + |x − x0|4}
for (t, x) ∈ Q((t0, x0), r0).

もし lim sup
x→x0

ψ(|x − x0|)
|x − x0|4

< +∞ならば, ψ(|x − x0|)を α|x − x0|4 (∃α ≥ 1)に置き換えても構わ

ない. 実際,十分大きな α > 1に対して

u∗(t, x) − ϕ1(t) − α|x − x0|4 − ϕ2(x0) ≤ u∗(t, x) − ϕ1(t) − ϕ2(x) ≤ −{(t − t0)2 + |x − x0|4}
for (t, x) ∈ Q((t0, x0), r0)

となるので,最左辺は (t0, x0)で Q((t0, x0), r0)における狭義最大値を取る.

lim sup
x→x0

ψ(|x − x0|)
|x − x0|4

= +∞の場合は lim sup
x→x0

ψ(|x − x0|)
|x − x0|2

= 0より,あるω(r) ≥ 0 for r ∈ (0, r0),

ω(0) = 0が存在して

ψ(|x − x0|) ≤ ω(|x − x0|)|x − x0|2 for all x ∈ BN(x0, r0).

ここで 6節で議論されるような修正をすることにより, ω(r)は r ∈ [0,+∞)に関して単調
非減少,連続,劣線形性を満たすとしてよい. このとき,任意の ε > 0に対して Kε > 0を

(4.52) Kε ≥
1

ε
, ψ(|x − x0|) ≤ Kε|x − x0|4 + ε for all x ∈ BN(x0, r0).

を満たすように取る.

関数 Ψ = Ψ(t, x)を

(4.53) Ψ(t, x) = u∗(t, x) − ϕ1(t) − Kε|x − x0|4 − ϕ2(x0)

とおく. (tε, xε) ∈ Q((t0, x0), r0)を

Ψ(tε, xε) = max
(t,x)∈Q((t0 ,x0),r0)

Ψ(t, x)

を満たすとする. このとき Ψ(t0, x0) ≤ Ψ(tε, xε)より

Kε|xε − x0|4 ≤ u∗(tε, xε) − ϕ1(tε) − u∗(t0, x0) + ϕ1(t0)(4.54)

≤ u∗(t0, x0) − ϕ1(t0) − ϕ2(x0) + ϕ2(xε) − (tε − t0)2 − |xε − x0|4

−u∗(t0, x0) + ϕ1(t0)

≤ ϕ2(xε) − ϕ2(t0) − (tε − t0)2 − |xε − x0|4

≤ ω(|x − x0|)|x − x0|2 − |xε − x0|4 − (tε − t0)2.
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よって (4.52)より
|xε − x0|2 ≤ εω(|x − x0|) ≤ εω(r0).

が得られ, |xε − x0| ≤ C
√
εとなる. これを (4.54)の最右辺に使うと

(4.55) |tε − t0| ≤ C

√
εω(C

√
ε), Kε|xε − x0|2 ≤ ω(C

√
ε)

となる. 但し, C > 0 は ε > 0 に無関係な定数. u∗ が (4.1) の粘性劣解であることより
pε := xε − x0 として

ϕ1,t(tε) + 4Kε|pε|2F∗(pε, I) = ϕ1,t(tε) + F∗(4Kε|pε|2 pε, 4Kε|pε|2I + 8Kεpε ⊗ pε) ≤ 0.

最初の等式は (4.7)から得られる. ε→ 0とすると (4.5), (4.55)より

ϕt(t0, x0) = ϕ1,t(t0) ≤ 0

が.得られ,命題 4.1が示される.以上の議論より ϕ2(x)は x0 の近くではα|x − x0|4(+ϕ2(x0))

(α > 0)と思ってよいと言える.

注意 4.11. (1) lim sup
x→x0

ψ(|x − x0|)
|x − x0|4

= +∞の場合は x → x0 としたときの ψ(|x − x0|)の挙動が

o(|x − x0|2)より詳しくはわからない.従って u∗(t, x)− ϕ1(t)− α|x − x0|4 − ϕ2(x0)が (t0, x0)で
極大値をとるかどうかが明確でない.しかし (4.53)のような関数を使って議論することに
より, u∗(t, x)− ϕ1(t)−α|x− x0|4が (t0, x0)で極大値を取るとした場合と実質的に同じ状況に
なることがわかる.

(2) ϕ2(x)を α|x − x0|4 に置き換えてよい事実は 5節の定理 5.1の証明に用いられる.

系 4.1の証明の後で, F が (4.2)で与えられているとき,定理 4.4,系 4.2を直接使うこと
はできないと述べた. Fεが (4.44)で与えられているとき,定理 4.4の主張が (従って,系 4.2

の主張も)が成り立つことを命題 4.1を用いて証明する.

Fε が (4.44)で与えられた場合の定理 4.4の証明. 粘性劣解の場合にのみ証明する. uはQT

で有界,かつ上半連続としてよい.

各 ε > 0に対して uεを (4.44)の連続な粘性解とし, uを (4.38)で定義された関数とする.

任意の ϕ ∈ C1,2(QT )に対して u − ϕは (t0, x0) ∈ QT で極大値を取ったとする. ϕを修正する
ことによって r0 > 0, ϕ1 ∈ C1(0, T ), ϕ2 ∈ C2(RN)が存在して

ϕ(t, x) = ϕ1(t) + ϕ2(x) for (t, x) ∈ Q((t0, x0), r0),

u(t0, x0) − {ϕ1(t0) + ϕ2(x0)} = 0,

u(t, x) − {ϕ1(t) + ϕ2(x)} ≤ −{(t − t0)2 + |x − x0|4} for (t, x) ∈ Q((t0, x0), r0),

を満たすとしてよい.
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Dϕ2(x0) , 0の場合は,定理 4.4の証明と同様に議論すればよいので, Dϕ2(x0) = 0と仮定
する. 命題 4.1 より D2ϕ2(x0) = O も仮定してよい. 定理 4.4の証明と同様にして, {εn}+∞n=1,

{(tn, xn)}+∞
n=1 ⊂ Q((t0, x0), r0),が存在して

uεn
(tn, xn) − {ϕ1(tn) + ϕ2(xn)} = max

Q((t0 ,x0),r0)

{uεn
− (ϕ1 + ϕ2)},

(εn, tn, xn, uεn
(tn, xn)) −→ (0, t0, x0, u(t0, x0)) (n→ +∞),

を満たす. 各 n ∈ Nに対して uεn
は (4.44)の粘性劣解なので,

(4.56) ϕ1,t(tn) + Fεn
(Dϕ2(xn),D2ϕ2(xn)) ≤ 0

となる. ここで, ∣∣∣∣∣∣∣
Dϕ2(xn)√
|Dϕ2(xn)|2 + ε2

n

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

であることより, (4.56)において n→ +∞とすると, F(0,O) = 0より

ϕ1,t(t0) = ϕ1,t(t0) + F(Dϕ2(x0),D2ϕ2(x0)) ≤ 0

を得る. ϕ(t0, x0) = ϕ1,t(t0)より証明が終わる. �

5 BMOアルゴリズムの収束
本節では BMOアルゴリズムの収束について議論する.内容は主にEvans [18], Ishii [33],

Ishii–Pires–Souganidis [34]等に従う.

5.1 非線形作用素の導入

BMO アルゴリズムは熱方程式の初期値問題 (2.1) の解を利用して集合列 {Ck}+∞k=0
を構

成し, 時間刻み幅 h > 0 に関して極限を取るというものである. 本来ならば, この集合列
{Ck}+∞k=0

を直接解析すべきであるが,それは難しいと思われる. 与えられたコンパクト集合
C0 ⊂ RN に対して (2.2) で定義された集合 C1 を対応させる作用素をH とおく. つまり
C1 := HC0 とする. このとき, Ck = HCk−1 = HkC0 := H[Hk−1C0]となり,H は RN の空で
ないコンパクト集合全体からなる集合 C上の非線形作用素となる. Cは Hausdorff距離に
関して完備距離空間である (cf. Schneider [48, Theorem 1.8.2])が,線型空間ではないので,

通常の関数解析や発展方程式論が使えない.そこで Evans [18]のアイディアに従い, BMO

アルゴリズムに付随する非線形作用素 S hを導入し,集合列 {Ck}+∞k=0
,或いはH の解析を S h

の解析に切り替える. この点について説明する.

h > 0とする. g ∈ C(RN)に対して,作用素 S h を

(5.1) [S hg](x) := sup{λ ∈ R | v(h, x; {g ≥ λ}) ≥ 0}
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と定義する. ここで v(·, ·; {g ≥ λ})はC0 = {g ≥ λ}としたときの (2.1)の解である.

上の非線形作用素 S h は Evans [18]によって初めて導入された. これは等高面の方法か
らのアイディアであるが,基本的な考え方は,例えば,画像処理における数学的モルフォロ
ジーに見られる (cf. Matheron [44]). それを Cao [8] に従い, BMO アルゴリズムの場合に
説明してみる. {Xλ}λ∈Rを以下を満たす RN の部分集合の族とする.

⋂

µ∈R
Xµ = ∅ and

⋃

µ∈R
Xµ = R

N ,(5.2)

Xµ ⊂ Xν if µ > ν,(5.3) ⋂

ν<µ

Xν = Xµ for all µ ∈ R.(5.4)

この {Xλ}λ∈Rに対して,関数 u = u(x)を

(5.5) u(x) := sup{µ ∈ R | x ∈ Xµ} for x ∈ RN

と定義する.

補題 5.1. Xµ = {u ≥ µ}.

証明. x ∈ Xµ とすると, uの定義より u(x) ≥ µとなり, Xµ ⊂ {u ≥ µ}. (5.4)より x ∈ Xµ なら
ば, x ∈ Xν (∀ν < µ)なので, x < Xµ とすると u(x) < µとなる. 故に {u ≥ µ} ⊂ Xµ が言えて,

証明が終わる. �

補題 5.1より
u(x) = sup{µ ∈ R | x ∈ {u ≥ µ}} for x ∈ RN

となる. これを
[S u](x) := sup{µ ∈ R | x ∈ {u ≥ µ}} for x ∈ RN

と書いてみると, (5.5)より作用素 S は恒等作用素であるが,この式は BMOアルゴリズム
から作用素 S hの定義の仕方を示唆しているように見える. 集合族 {{v(h, ·; {g ≥ λ}) ≥ 0}}λ∈R
は (5.2) - (5.4) を満たすので, 上式の {u ≥ µ} を {v(h, ·; {g ≥ λ}) ≥ 0} に置き換えることで
BMOアルゴリズムから作用素 S h を定義していると考えられる.

注意 5.1. 数学的モルフォロジーとは画像中の図形の特徴を抽出するために集合演算,束論
等を用いて図形を変形する理論のことである.元々は鉱山等に分布する鉱物の幾何的特性
を評価する方法として考案された.最近は画像処理における文字抽出等に応用されている.

詳細は,例えば, Serra [49]等を参照.

5.2 作用素 S hの性質

この小節では (5.1)で定義した作用素 S h の性質について述べる. まず,次の命題が成り
立つ.
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命題 5.1. C0(, ∅) ⊂ RN をコンパクト集合とし, {Ck}+∞k=0
を BMOアルゴリズムで定義される

コンパクト集合列とする. g ∈ C(RN)を

C0 = {g ≥ 0}, ∂C0 = {g = 0}, RN\C0 = {g < 0}

を満たすとする.このとき, C1 = {S hg ≥ 0}が成り立つ.更に, k ∈ Nに対してCk = {S kg ≥ 0}
となる. 但し, S k

h
g := S h(S k−1

h
g) (k ∈ N)とする. 　

証明. gの取り方より C1 = {v(h, ·; {g ≥ 0}) ≥ 0}である. S h の定義より, v(h, x; {g ≥ 0}) ≥ 0

ならば [S hg](x) ≥ 0なので, C1 ⊂ {S hg ≥ 0}となる.

v(h, x; {g ≥ 0}) < 0とする. v(·, ·; {g ≥ 0})は初期値問題 (2.1)の解なので
∫

C0

E(t, y − x)dy <

∫

RN\C0

E(t, y − x)dy

となる. 任意の λ ∈ [0,+∞)に対して {g ≥ λ} ⊂ C0 なので,上の不等式より
∫

{g≥λ}
E(t, y − x)dy <

∫

{g<λ}
E(t, y − x)dy

従って [S hg](x) < 0となり, {S hg ≥ 0} ⊂ C1 が示される. 故に C1 = {S hg ≥ 0}を得る.

上で示したことより, C2 = {v(h, ·; {S hg ≥ 0}) ≥ 0} となり, 上と同様の議論によって
C2 = {S 2

h
g ≥ 0}が言える. 以下,数学的帰納法によって Ck = {S k

h
g ≥ 0} (k ∈ N)が証明でき

る. �

S h の性質をいくつかの命題に分けて述べる.

命題 5.2 (Ishii [33]). g1, g2, g ∈ C(RN)とする.

(1) g1 ≤ g2 on RN ならば S hg1 ≤ S hg2 on RN .

(2) 任意の定数 c ∈ Rに対して S h(g + c) = S hg + c on RN .

(3) 任意の定数 c ∈ Rに対して S hc = c on RN .

証明. (1) g1 ≤ g2 on RN ならば, {g1 ≥ λ} ⊂ {g2 ≥ λ}なので,熱方程式に対する最大値原理よ
り v(·, ·; {g1 ≥ λ}) ≤ v(·, ·; {g2 ≥ λ}) on [0, h] × RN が成り立つ. 従って S hg1 ≤ S hg2 on RN を
得る.

(2) S h の定義より

[S h(g + c)](x) = sup{λ | v(h, x; {g + c ≥ λ})}
= sup{λ + c | v(h, x; {g ≥ λ})} (λを λ + cに置き換える)

= [S hg](x) + c.

(3) g = 0 on RN とおくと, S hg = 0 on RN は明らか. 従って, (2)において g = 0 on RN と
おけばよい. �
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命題 5.1, 5.2 (2)より,任意の g ∈ C(RN), λ ∈ Rに対して

{S k
hg ≥ λ} = {v(h, ·; {S k−1

h g ≥ λ}) ≥ 0}

が得られる.

命題 5.2より次の系が得られる.

系 5.1 (Ishii [33]). g1, g2, g ∈ BUC(RN)とする. このとき

(1) ‖S hg‖ ≤ ‖g‖.

(2) ‖S hg1 − S hg2‖ ≤ ‖g1 − g2‖.

(3) |S hg(x) − S hg(y)| ≤ ωg(|x − y|) for all x, y ∈ RN . ここで, ωg は gの連続度である.

注意 5.2. (1)系 5.1より S h は BUC(RN)から BUC(RN)への非拡大作用素 (non-expansive

operator)であることがわかる.

(2)系 5.1 (2)に関しては g1, g2 ∈ C(RN)で sup
x∈RN

|g1(x) − g2(x)| < +∞ならば,

sup
x∈RN

|[S hg1](x) − [S hg2](x)| ≤ sup
x∈RN

|g1(x) − g2(x)|

として成立する.

系 5.1の証明. (1)命題 5.1 (1), (3)より

|[S hg](x)| ≤ S h‖g‖ = ‖g‖ for all x ∈ RN .

これより, ‖S hg‖ ≤ ‖g‖を得る.

(2)命題 5.1 (1), (2)より

[S hg1](x) ≤ [S h(g2 + ‖g1 − g2‖)](x) = [S hg2](x) + ‖g1 − g2‖ for all x ∈ RN .

これより, ‖S hg1 − S hg2‖ ≤ ‖g1 − g2‖が示される.

(3) y ∈ RN を固定する. このとき, |g(x + y) − g(x)| ≤ ωg(|y|) (x ∈ RN)より,命題 5.1 (1)を
使って

[S hg(· + y)](x) ≤ [S h(g + ωg(|y|)](x) = [S hg](x) + ωg(|y|)
となる. 一方, ∫

{z | g(z+y)≥λ}
E(t, z − x)dz =

∫

{z | g(z)≥λ}
E(t, z − (x + y))dz

より, [S hg(· + y)](x) = [S hg](x + y)となる. 従って,

[S hg](x + y) ≤ [S hg](x) + ωg(|y|)

を得る. 同様にして [S hg](x + y) ≥ [S hg](x) − ωg(|y|)も得られるので,

|[S hg](x + y) − [S hg](x)| ≤ ωg(|y|)

が示される. ここで yを y − xに置き換えると,結論の不等式を得る. �
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次の命題は命題 5.2 (2), (3)の一般化である.

命題 5.3 (Ishii [33]). g ∈ C(RN), h > 0とする. 任意の非減少関数 θ ∈ C(R)に対して

S h(θ ◦ g) = θ ◦ (S hg) on RN .

証明. θ ∈ C(R)が狭義単調増加ならば, {g ≥ λ} = {θ ◦ g ≥ θ(λ)}なので,命題 5.3の主張は成
り立つ. よって, θは単調非減少とする.

補題 4.2より狭義単調増加な関数列 {θk}+∞k=1
⊂ C(R) が存在して, θk −→ θ (k → +∞, R上

一様収束)を満たす. このとき θk ◦ [S hg] = S h(θk ◦ g) in RN となる. {θk}+∞k=1
の選び方より

lim
k→+∞

sup
x∈RN

|θk ◦ g(x) − θ ◦ g(x)| = lim
k→+∞

sup
r∈R
|θk(r) − θ(r)| = 0,

lim
k→+∞

sup
x∈RN

|θk ◦ S hg(x) − θ ◦ S hg(x)| = lim
k→+∞

sup
r∈R
|θk(r) − θ(r)| = 0

となり,これらと注意 5.2 (2)より

sup
x∈RN

|θ ◦ S hg(x) − S h(θ ◦ g)(x)| ≤ sup
x∈RN

|θ ◦ S hg(x) − θk ◦ S hg(x)|

+ sup
x∈RN

|[S h(θk ◦ g)](x) − [S h(θ ◦ g)](x)|

≤ 2 sup
r∈R
|θk(r) − θ(r)|.

k → +∞とすると θ ◦ S hg = S h(θ ◦ g) in RN が得られる. �

5.3 BMOアルゴリズムの収束の証明

この小節では BMO アルゴリズムの収束を証明する. BMO アルゴリズムの収束は
Mascarenhas [43] によって最初に与えられた. その後, Evans [18] によって等高面の方
法, 粘性解理論, Brezis–Pazy の非線形半群の生成定理等を応用した証明が与えられた.

Barles–Georgelin [5]による比較的簡単な収束の証明が与えられた後, Ishii [33], Ishii–Pires–

Souganidis [34] では熱方程式の基本解を一般化した場合を考察し, 粘性解の安定性 (定理
4.4)に基づく証明が与えられた.

ここでは Ishii [33], Ishii–Pires–Souganidis [34], Eto–Ishii–Giga [17] に沿った形で BMO

アルゴリズムの収束を証明する. 基本的には半群理論における Chernoff の公式, 或いは
Trotter–Katoの公式と呼ばれている収束定理や粘性解に対する安定性の応用である.

まず 5.2節で導入した作用素 S h の生成作用素を計算する.

定理 5.1. 任意の ϕ ∈ C2(RN), z ∈ RN , ε > 0に対して Dϕ(z) , 0とする. このとき, δ > 0が
存在して,任意の x ∈ B(z, δ), h ∈ (0, δ)に対して

[S hϕ](x) − ϕ(x) ≤ {−F(Dϕ(z),D2ϕ(z)) + ε}h,
[S hϕ](x) − ϕ(x) ≥ {−F(Dϕ(z),D2ϕ(z)) − ε}h,

が成り立つ.
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この定理より S h の生成作用素は (4.2)で定義された −F であることが分かる.証明の方
針としては 3節で為された形式的な計算を数学的に厳密に,かつ精密に行うというもので
ある.

定理 5.1の証明. 任意の ϕ ∈ C2(RN), z ∈ RN , ε > 0 を取る. z = 0 としてよい. aε :=

3Nε − F(Dϕ(0),D2ϕ(0)) とおく. ここで, ある δ1 > 0 が存在して, 任意の x ∈ B(0, δ1),

h ∈ (0, δ1)に対して
v(h, x; {ϕ ≥ ϕ(x) + aεh}) < 0

を証明する.

Step 1. 小さな δ2 > 0 を取り, 任意の x ∈ B(0, δ2) に対して集合 {ϕ(x −
√

hU∗(x)·) ≥
ϕ(x) + aεh}を適当な 2次関数を用いて評価する.

δ2,1 > 0を Dϕ , 0 on B(0, δ2,1)となるように固定し, {U(x)}x∈B(0,δ2,1) ⊂ O(N)を

U(·) ∈ C(B(0, δ2,1),O(N)), U(x)Dϕ(x) = eN = (0, 0, . . . , 0, 1), p :=
p

|p|

となるように選ぶ. このとき, v(·, ·; {ϕ ≥ ϕ(x) + aεh})はC0 = {ϕ ≥ ϕ(x) + aεh}としたときの
初期値問題 (2.1)の解なので

v(h, x; {ϕ ≥ ϕ(x) + aεh}) =
∫

RN

E(h, z − x)χ{ϕ≥ϕ(x)+aεh}(z)dz −
∫

RN

E(h, z − x)χ{ϕ<ϕ(x)+aεh}(z)dz.

x − z
√

h
= U∗(x)y (行列 Aに対して A∗ は Aの転置行列)とおくと,

v(h, x; {ϕ ≥ ϕ(x) + ah})

=

∫

RN

E(y)χ{ϕ(x−
√

hU∗(x)·)≥ϕ(x)+aεh}(x −
√

hU∗(x)y)dy

−
∫

RN

E(z)χ{ϕ(x−
√

hU∗(x)·)<ϕ(x)+aεh}(x −
√

hU∗(x)y)dy.

必要ならば, δ2,1 > 0を小さく取り直すことによって,

aε − ε = (3N − 1)ε − F(Dϕ,D2ϕ) > −F(Dϕ,D2ϕ) in B(0, δ2,1)

としてよい. Taylor の定理より γ > 0, δ2,2 ∈ (0, δ2,1) が存在して, 任意の h > 0, y ∈ RN ,

x ∈ B(0, δ2,2)に対して
√

h|y| ≤ γならば

ϕ(x −
√

hU∗(x)y) ≤ ϕ(x) −
√

h〈Dϕ(x),U∗(x)y〉 + h

2
〈U(x)D2ϕ(x)U∗(x)y, y〉(5.6)

+εh|y|2

= ϕ(x) −
√

h|Dϕ(x)|yN +
h

2
〈U(x)(D2ϕ(x) + 2εI)U∗(x)y, y〉.
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y = (y′, yN), Pは (i, i)成分が 1, (i, j)成分が 0となる N × (N − 1)行列 (i = 1, 2, . . . ,N − 1,

j = 1, 2, . . . ,N, j , i)として,

〈U(x)(D2ϕ(x) + 2εI)U∗(x)y, y〉
= 〈U(x)(D2ϕ(x) + 2εI)U∗(x)(Py′ + yN), (Py′ + yN)〉
= 〈U(x)(D2ϕ(x) + 2εI)U∗(x)Py′, Py′〉 + 2〈U(x)(D2ϕ(x) + 2εI)U∗(x)yN , Py′〉
+〈U(x)(D2ϕ(x) + 2εI)U∗(x)yN , yN〉 = ∗

となる. ここで yN は第 N 成分が yN ,第 i成分が 0 (i = 1, 2, . . . ,N − 1)であるベクトルであ
る. 上の式で最右辺第 2項には yiyN (i = 1, 2, . . . ,N − 1)の項が含まれるが,

|y1yN | ≤ εy2
i +Cεy

2
N (Cε > 0は ε > 0に依る定数)

を用いると,

∗ ≤ 〈U(x)(D2ϕ(x) + 2εI)U∗(x)Py′, Py′〉 + ε|y′|2 + Cεy
2
N

= 〈U(x)(D2ϕ(x) + 3εI)U∗(x)Py′, Py′〉 + Cεy
2
N

となる. よって,

ϕ(x −
√

hU∗(x)y) ≤ ϕ(x) −
√

h〈Dϕ(x),U∗(x)y〉 + h

2
〈U(x)D2ϕ(x)U∗(x)y, y〉 + εh|y|2

≤ ϕ(x) −
√

h|Dϕ(x)|yN + Cεy
2
N +

h

2
〈P∗U(x)(D2ϕ(x) + 3εI)U∗(x)Py′, y′〉.

を得る.

必要ならば γ, δ2,2 > 0を小さく取り直すことにより,任意の x ∈ B(0, δ2,2), y ∈ B(0, γ/
√

h)

に対して ϕ(x −
√

hU∗(x)y) ≥ ϕ(x) + aεhならば,

yN ≤
√

h

|Dϕ(x)| −Cε

√
hyN

(
−aε +

1

2
〈P∗U(x)(D2ϕ(x) + 3εI)U∗(x)Py′, y′〉

)

≤
√

h

|Dϕ(0)|

(
−aε + ε +

1

2
〈P∗U(x)(D2ϕ(x) + 3εI)U∗(x)Py′, y′〉

)
.

ここで

(5.7) âε :=
aε − ε
|Dϕ(0)| , Aε :=

1

|Dϕ(0)|P
∗U(x)(D2ϕ(x) + 3εI)U∗(x)P ∈ SN−1

とおく. このとき, y ∈ BN(0, γ/
√

t)が ϕ(x −
√

hU∗(x)y) ≥ ϕ(x) + aεhを満たせば,

yN ≤
√

h

(
−âε +

1

2
〈Aεy

′, y′〉
)
=:
√

hg(y′),

即ち,任意の x ∈ BN(0, δ2,2)に対して

{ϕ(x −
√

hU∗(x)y) ≥ ϕ(x) + aεh} ∩ BN(0, γ/
√

h) ⊂ {yN ≤
√

hg(y′)} ∩ BN(0, γ/
√

h).
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Step 2. T (
√

h) := BN−1(0,R(
√

h)) × Rとして

v(h, x; {ϕ ≥ ϕ(x) + aεh})(5.8)

≤ 2

(∫

{yN≤
√

hg(y′)}∩BN (0,R(
√

h))

E(y)dy −
∫

T (
√

h)∩{yN≤0}
E(y)dy

)
+Ce−1/(8h2/5)

を導く.

任意の x ∈ BN(0, δ2,2)に対して

v(h, x; {ϕ ≥ ϕ(x) + aεh})(5.9)

≤
∫

RN

E(y)χ{ϕ(x−
√

hU∗(x)·)≥ϕ(x)+aεh}(x −
√

hU∗(x)y)dy

−
∫

RN

E(y)χ{ϕ(x−
√

hU∗(x)·)<ϕ(x)+aεh}(x −
√

hU∗(x)y)dy

≤ 2

(∫

{ϕ(x−
√

hU∗(x)·)≥ϕ(x)+aεh}∩BN (0,γ/
√

h)

+

∫

BN(0,γ/
√

h)c

)
E(y)dy − 1.

|S N−1|を RN における単位球面 S N−1 の体積とすると
∫

BN (0,R(
√

h))c

E(z)dz =
|S N−1|
(4π)N/2

∫ +∞

R(
√

h)

e−r2/4rN−1dr ≤ C

∫ +∞

R(
√

h)

e−r2/8rdr = Ce−R(
√

h)2/8

となる. 但し, C > 0は h > 0に依らない定数であり,各行で異なる.ここで, R(
√

h) := h−1/5

とすると, R(
√

h) −→ +∞ (h→ 0)である. 更に,ある τ > 0が存在して,任意の h ∈ (0, τ)に
対して R(

√
h) ≤ γ/

√
hが成り立つ. すると,この R(

√
h)に対して (5.6)以降の議論が使え

る. Step 1の最後に得た包含関係, (5.9)と

(5.10)
1

2
=

∫

{zN≤0}
E(z)dz ≥

∫

T (
√

h)∩{zN≤0}
E(z)dz

より (5.8)を得る.

Step 3. (5.8)の右辺第 1項を評価する.

まず

J :=

∫

{zN≥
√

hg(z′)}∩BN (0,R(
√

h))

E(z)dz −
∫

T (
√

h)∩{zN≤0}
E(z)dz(5.11)

≤ 1

(4π)N/2

∫

BN−1(0,R(
√

h))

∫ √
hg(z′)

0

e−(|z′ |2+r2)/4drdz′

=
1

(4π)N/2

∫ √
h

0

∫

BN−1(0,R(
√

h))

e−(|z′ |2+(rg(z′))2)/4g(z′)drdz′ = ∗.

ここで Taylorの定理より, θ ∈ (0, 1)が存在して

∗ =
√

h

(4π)N/2

∫

BN−1(0,R(
√

h))

e−|z
′ |2/4g(z′)dz′(5.12)

+
h

2(4π)N/2

∫

BN−1(0,R(
√

h))

θ
√

h

2
e−(|z′ |2+(θ

√
hg(z′))2)/4{g(z′)}3dz′
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となる. ここで右辺第 2項は x ∈ BN(0, δ2,2)に対して一様であり,

∣∣∣∣∣∣
h

2(4π)N/2

∫

BN−1(0,R(
√

h))

θ
√

h

2
e−(|z′ |2+(θ

√
hg(z′))2)/4{g(z′)}3dz′

∣∣∣∣∣∣

≤ h3/2

4(4π)N/2

∫

BN−1(0,R(
√

h))

e−|z
′ |2/4|g(z′)|3dz′ ≤ Cεh

3/2.

更に
∫

BN−1(0,R(
√

h))

e−|z
′ |2/4g(z′)dz′ ≤

∫

RN−1

e−|z
′ |2/4g(z′)dz′ +

∫

BN−1(0,R(
√

h))

e−|z
′ |2/4|g(z′)|dz′

≤
∫

RN−1

e−|z
′ |2/4g(z′)dz′e +Cεe

−1/(8h2/5)

が成り立つ. 故に

J ≤
√

h

(4π)N/2

∫

RN−1

e−|z
′ |2/4g(z′)dz′ + Cεh

3/2.

ところで, Aε の定義 (5.7)より Aεは対称行列なので, Aεの固有値 λ1, λ2, . . . , λN−1は全て
実数である. 故に直交行列 Qが存在して

Q∗AεQ =



λ1 0
λ2

. . .

. . .

0 λN−1



=: X

となるので, y′ := Q∗z′ として
∫

RN−1

e−|z
′ |2/4g(z′)dz′ =

∫

RN−1

e−|Qy′ |2/4(−âε)dy′ +
1

2

∫

RN−1

e−|z
′ |2/4〈QX∗Qz′, z′〉dz′

= −âε

∫

RN−1

e−|Qy′ |2/4dy′ +
1

2

∫

RN−1

e−|Qy′ |2/4〈Xy′, y′〉dy′

= −âε

∫

RN−1

e−|Qy′ |2/4dy′ +
1

2

∫

RN−1

e−|y
′ |2/4

N−1∑

i=1

λiy
2
i dy′ = ∗ ∗ .

ここで,
∫

RN−1

e−|y
′ |2/4dy′ = |S N−2|

∫ +∞

0

e−r2/4rN−2dr,

∫

RN−1

e−|y
′ |2/4y2

i dy′ =
1

N − 1

∫

RN−1

e−|y
′ |2/4|y′|2dy′ = 2|S N−2|

∫ +∞

0

e−r2/4rN−2dr

であることより,

∗∗ = |S N−2|
∫ +∞

0

e−r2/4rN−2dr

−âε +

N−1∑

i=1

λi

 = |S N−2|
∫ +∞

0

e−r2/4rN−2dr(−âε + tr Aε).
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tr Aε に関して

PP∗ =



1 0
1

. . .

0 0


= I − eN ⊗ eN

を使うと

tr Aε =
1

|Dϕ(0)| tr{P
∗U(0)(D2ϕ(0) + 3εI)U∗(0)P}

=
1

|Dϕ(0)| tr{PP∗U(0)(D2ϕ(0) + 3εI)U∗(0)}

=
1

|Dϕ(0)| tr{(I − eN ⊗ eN)U(0)(D2ϕ(0) + 3εI)U∗(0)}

=
1

|Dϕ(0)| tr{(I − eN ⊗ eN)U(0)D2ϕ(0)U∗(0)} + 3ε(N − 1)

|Dϕ(0)|

=
1

|Dϕ(0)| tr
{(

I − U(0)Dϕ(0) ⊗ U(0)Dϕ(0)

|Dϕ(0)|2

)
U(0)D2ϕ(0)U∗(0)

}
+

3ε(N − 1)

|Dϕ(0)|

を得る. ここで, eN = U(0)

(
Dϕ(0)

|U(0)Dϕ(0)|

)
であることを用いた. 上式の最右辺について

tr[{(U(0)Dϕ(0)) ⊗ (U(0)Dϕ(0))}U(0)D2ϕ(0)U∗(0)]

= 〈U(0)D2ϕ(0)U∗(0)U(0)Dϕ(0),U(0)Dϕ(0)〉 = 〈D2ϕ(0)Dϕ(0),Dϕ(0)〉
= tr{Dϕ(0) ⊗ Dϕ(0)D2ϕ(0)}

となるので

tr Aε =
1

|Dϕ(0)| tr
{(

I − Dϕ(0) ⊗ Dϕ(0)

|Dϕ(0)|2

)
D2ϕ(0)

}
+

3ε(N − 1)

|Dϕ(0)|

=
1

|Dϕ(0)| {F(Dϕ(0),D2ϕ(0)) + 3ε(N − 1)}.

従って
∫

RN−1

e−|z
′ |2/4g(z′)dz′ ≤ |S N−2|

∫ +∞

0

e−r2/4rN−2dr

[
−âε +

1

|Dϕ(0)| {F(Dϕ(0),D2ϕ(0)) + 3ε(N − 1)}
]

= −2εS N−1

Dϕ(0)|

∫ +∞

0

e−r2/4rN−2dr

となり
J ≤ −K

√
hε + Cεh

3/2

を得る. ここで K > 0は ε, h > 0とは無関係な定数. 結局

(5.8)の右辺第 1項 ≤ 2
√

h(−Kε + Cεh).
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Step 4. 定理 5.1の結論を示す.

Step 1 - 3の結果より h0 > 0を十分小さくとれば,任意の h ∈ (0, h0), x ∈ BN(0, δ2,2)に対
して

v(h, x; {ϕ ≥ ϕ(x) + ah}) ≤
√

h(−Kε + Cεh) < 0

よって εを ε/3N に置き換え, δ ∈ (0,min{h0, δ2,2})とすると

[S hϕ](x) − ϕ(x) ≤ {−F(Dϕ(0),D2ϕ(0)) + ε}h for all x ∈ BN(0, δ), h ∈ (0, δ)

が示された. �

Ishii [33], Ishii–Pires–Souganidis [34] では E(x) をより一般の非負関数 f ∈ L1(RN) を用
いて,定理 5.1と同様の結果を得ている. E(x) を一般化した際、定理 5.1を証明するには

(5.11) で定義した J と (5.9) に現れる
∫

BN (0,γ/
√

t)c

E(z)dz の評価がポイントである. 詳細は

[33], [34]を見てほしいが,大まかに言って f ∈ L1(RN)が次の条件を満たせばよい.まず任
意の p ∈ S N−1, i, j = 1, 2, . . . ,N − 1に対して

∫

p⊥
(1 + |x|2) f (x)dHN−1 < +∞, p⊥ := {〈·, p〉 = 0}

p 7→
∫

p⊥
f (x)dHN−1, p 7→

∫

p⊥
xix j f (x)dHN−1 は S N−1 上で連続

を満たせば, 定理 5.1 の証明の Step 3 の計算が厳密に行える. また, この条件の下で J の
主要項は (5.12)の右辺第 1項で −Kε

√
hと評価できる. 従って, 定理 5.1の結果を得るに

は
∫

BN (0,γ/
√

t)c

E(z)dzと (5.12)の右辺第 2項が o(
√

h)であることが要求される.前者に関し

ては ∫

RN

|x|2 f (x)dx < +∞

を仮定すれば,以下を満たす {R(
√

h)}0<h<1 が構成できる.

lim
h→0

R(
√

h) = +∞, lim
h→0

√
h{R(
√

h)}2 = 0,

∫

BN (0,γ/
√

t)c

f (x)dx = o(
√

h) (h→ 0).

後者に関しては (5.12)の右辺第 2項は Taylor展開の剰余項であることより,上で構成した
{R(
√

h)}0<h<1,及び x′ ∈ RN−1 に関する任意の 2次形式 g(x′)に対して

sup
0<r<

√
h

∣∣∣∣∣∣

∫

BN−1(0,R(
√

h))

f (x′, rg(x′))g(x′)drdx′ −
∫

BN−1(0,R(
√

h))

f (x′, 0)g(x′)dx′
∣∣∣∣∣∣

−→ 0 (h→ 0, ある意味一様収束)

を満たせばよい. これらの条件を満たすような f は, 例えば, RN 上で有界かつ連続で
f (x) = O(|x|−N−2−α) (|x| → +∞, α > 0)であればよい.

t = 0における連続性を評価するために,次の補題を用意する.
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補題 5.2 (Ishii [33]). ϕ(x) = |x|2 とする. ある定数 C > 0が存在して,全ての h > 0, x ∈ RN

に対して
[S hϕ](x) ≤ ϕ(x) +Ch, [S h(−ϕ)](x) ≥ −ϕ(x) − Ch.

証明. 1番目の不等式のみを証明する.

S h の定義より,任意の g ∈ BUC(RN)に対して

[S h(αg)] = α[S hg] for all α > 0,(5.13)

[S hg](αx) = [S h/α2g(α·)](x) for all α > 0, x ∈ RN .(5.14)

Dϕ(x) = 2x, D2ϕ(x) = 2I なので x , 0のとき

F(Dϕ,D2ϕ) = F(Dϕ,D2ϕ) = 2(N − 1).

C1 > 0を C1 > 2(N − 1)を満たすとする. 定理 5.1より,ある δ > 0が存在して

[S hϕ](x) ≤ ϕ(x) + C1h for all x ∈ S N−1, h ∈ (0, δ).

Case 1. 0 < h < δ|x|2 の場合
これと (5.13), (5.14)より

[S hϕ](x) = [S hϕ]

(
|x| x|x|

)
= [S h/|x|2ϕ(|x|·)]

(
x

|x|

)

= [S h/|x|2 |x|2ϕ]

(
x

|x|

)
= |x|2[S h/|x|2ϕ]

(
x

|x|

)

≤ |x|2
(
ϕ

(
x

|x|

)
+C1

h

|x|2

)
| = ϕ(x) +C1h

Case 2. h > δ|x|2 の場合.

十分大きな R > 0を ∫

|y|>R

E(z)dy <

∫

|y|≤R

E(z)dy

を満たすように取る. このとき |y| ≤ Rならば

|x −
√

hy|2 − |x|2 ≤ |x −
√

hy|2 ≤ |x|2 + 2
√

h|x||y| + h|y|2

≤
(
1

δ
+ 2

R
√
δ
+ R2

)
h =

(
1
√
δ
+ R

)2

h

C2 > (1/
√
δ + R)2 とする. この不等式より ϕ(x −

√
hy) ≥ ϕ(x) + C2hならば, |y| ≥ Rである.

よって

v(h, x; {ϕ ≥ ϕ(x) + C2h}) =
∫

{ϕ(x−
√

hy)≥ϕ(x)+C2h}
E(y)dy −

∫

{ϕ(x−
√

hy)≥ϕ(x)+C2h}
E(y)dy

≤
∫

{|y|≥R}
E(y)dy −

∫

{|y|≤R}
E(y)dy < 0.

従って [S hϕ](x) ≤ ϕ(x) +C2h. �
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u0 ∈ BUC(RN)とする. h > 0に対して uh = uh(t, x)を

(5.15) uh(t, x) := [S k
hu0](x) for t ∈ [kh, (k + 1)h) and x ∈ RN

とおく. 系 5.1 (1)より sup
(t,x)∈[0,T )×RN

h>0

|uh(t, x)| ≤ ‖u0‖が容易に分かる. 更に,次の命題が成り立つ.

命題 5.4 (Ishii [33]). ω ∈ C([0,+∞)), ω(0) = 0を満たす ωが存在して,以下が成り立つ.

|uh(t, x) − u0(x)| ≤ ω(t) for all (t, x) ∈ Q̂T and h > 0.

証明. ε > 0を固定する. u0 ∈ BUC(RN)より,定数Cε > 0が存在して

|u0(x) − u0(y)| ≤ Cε|x − y|2 + ε for all x, y ∈ RN .

明らかに

uh(t, x) = u0(x) ≤ u0(y) +Cε|x − y|2 + ε for all (t, x) ∈ [0, h) × RN

が成り立つ. 補題 5.2と系 5.1の証明より

[S h| · −y|2](x) = [S h| · |2](x − y) ≤ |x − y|2 + Ch for all x, y ∈ RN

が言えるので

uh(t, x) = [S hu0](x) ≤ u0(y) + Cε|x − y|2 +CεCh + ε for all (t, x) ∈ [h, 2h) × RN .

以下,帰納的に

uh(t, x) = [S hu0](x) ≤ u0(y) +Cε|x − y|2 + CεCkh + ε

for all (t, x) ∈ [kh, (k + 1)h) × RN and k = 0, 1, 2 . . .

が言える. この不等式で y = xとおくと

uh(t, x) ≤ u0(x) + CεCkh + ε ≤ u0(x) + CεCt + ε for all (t, x) ∈ [kh, (k + 1)h) × RN .

同様にして

uh(t, x) ≥ u0(x) − CεC(k − 1)h − ε ≥ u0(x) − CεCt − ε for all (t, x) ∈ [kh, (k + 1)h) × RN .

ω(t) := inf
ε>0

(CεCt + ε) とおくと, ω は [0 + ∞) で凹なので Rademacher の定理 (cf. Evans–

Gariepy [20, Section 3.1.2.]) より局所 Lipschitz連続である. 更に ω(0) = 0を満たすので,

補題の主張が示された. �

BMOアルゴリズムの収束に関して, uh(= S k
h
u0)の収束は以下のように述べられる.
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定理 5.2. u0 ∈ BUC(RN)とする. h > 0に対して uh を (5.15)で定義する.更に u = u(t, x)を
u(0, x) = u0(x) (x ∈ RN)を満たす (4.1)の一意な粘性解とする. このとき,

uh −→ u (h→ 0, [0, T ) × RN 上で広義一様)

を得る.

証明. Eto–Giga–Ishii [17]に沿って証明する.

(t, x) ∈ Q̂T に対して u = u(t, x), u = u(t, x)を

u(t, x) = lim
r→0

sup{uh(s, y) | (s, y) ∈ Q̂T , |s − t| < r, |y − x| < r, 0 < h < r},

u(t, x) = lim
r→0

inf{uh(s, y) | (s, y) ∈ Q̂T , |s − t| < r, |y − x| < r, 0 < h < r}

と定義する. 補題 4.1の証明と同様にして u ∈ US C(Q̂T ), u ∈ LS C(Q̂T )であり,命題 5.4よ
り u(0, x) = u(0, x) = u0(x) (x ∈ RN)が言える.

Step 1. uが (4.1)の粘性劣解であることを示す. uが (4.1)の粘性優解であることも同様
にして示される.

任意の ϕ ∈ C1,2(QT )に対して u− ϕが (t0, x0) ∈ QT で最大値を取るとする. Taylorの定理
を使った後,適当な修正をするとある ϕ1 ∈ C1(0, T ), ϕ2 ∈ C2(RN)が取れて,

ϕ(t, x) = ϕ1(t) + ϕ2(x),(5.16)

u(t0, x0) = ϕ(t0, x0) = ϕ1(t0) + ϕ2(x0),

u(t, x) − ϕ(t, x) < u(t0, x0) − ϕ(t0, x0) for all (t, x)(, (t0, x0)) ∈ Q̂T ,(5.17)

ϕt(t0, x0) = ϕ1,t(t0), Dϕ(t0, x0) = Dϕ2(x0), D2ϕ(t0, x0) = D2ϕ2(x0),(5.18)

を満たす. また, {(hk, sk, yk)}+∞k=1
⊂ (0, 1) × QT が取れて,

(hk, sk, yk, u
hk(sk, yk)) −→ (0, t0, x0, u(t0, x0)) (k → +∞)

を満たす. 各 k ∈ Nに対して (tk, xk) ∈ Q((t0, x0), r0)を

uhk (tk, xk) − ϕ(tk, xk) = max
Q((t0 ,x0),r0)

(uhk − ϕ)

を満たすとする. このとき, (5.17)に注意して,定理 4.4の証明と同様の計算を行うと

(tk, xk, u
hk(tk, xk)) −→ (t0, x0, u(t0, x0)) (k → +∞).

Dϕ2(x0) , 0とする. 十分大きな k ∈ Nに対してDϕ2(xk) , 0となる. このとき,

uhk(tk − hk, x) − ϕ1(tk − hk) − ϕ2(x) ≤ uhk(tk, xk) − ϕ1(tk) − ϕ2(xk) for all x ∈ RN

なので,両辺に S hk
を作用させると [S hk

uhk (tk − hk, ·)](x) = uhk(tk, x)より

(5.19) ϕ1(tk) − ϕ1(tk − h) ≤ [S hk
ϕ](x) − ϕ2(xk).

52



Dϕ2(x0) , 0 より, 十分大きな k ∈ N に対して Dϕ2(xk) , 0 なので, 上の不等式において
x = xk として定理 5.1を適用する.任意の ε > 0に対して十分大きな任意のk ∈ Nに対して

ϕ1(tk) − ϕ1(tk − hk) ≤ {−F(Dϕ2(xk),D
2ϕ2(xk)) + ε}hk.

両辺を hk で割って k → +∞, ε→ 0とすると (5.16)より

ϕt(t0, x0) + F(Dϕ(t0, x0),Dϕ(t0, x0)) ≤ 0.

Dϕ2(t0, x0) = 0とする. 命題 4.1よりD2ϕ2(t0, x0) = Oとしてよい. 更に命題 4.1の証明の
後に述べたことより ϕ2(x) = α|x − x0|4 (∃α > 0)としてよい. (5.6)に命題 5.3と補題 5.2を
使うと

ϕ1(tk) − ϕ1(tk − hk) ≤ [S hk
ϕ2](x) − ϕ2(xk) ≤ α([S hk

| · −x0|2](x))2 − ϕ2(xk)

≤ ϕ2(x) − ϕ2(xk) + α(2Chk |x − x0|2 +C2h2
k)

を得る. x = xk とした後, 両辺を hk で割って k → +∞ とすると ϕt(t0, x0) = ϕ1(t0) ≤ 0 と
なる.

以上のことより, uは (4.1)の粘性劣解である. uが (4.1)の粘性優解であることも同様に
して示される.

Step 2. u = u(=: u) ∈ BUC(Q̂T )であり, uは u(0, ·) = u0 on RN を満たす (4.1)に対する一
意な粘性解であることを示す.

命題 5.4より u(0, ·) = u(0, ·) = u0 in RN が言える. 更に,命題 5.4より

u(t, x) ≤ ω(t) + u0(x), u(s, y) ≥ −ω(s) + u0(y) for all (t, x), (s, y) ∈ Q̂T .

故に
u(t, x) − u(s, y) ≤ ω(t) + ω(s) + u0(x) − u0(y) ≤ ω(t) + ω(s) + ω0(|x − y|)

となり (ω0 は u0 の連続度),

lim
r→0

sup{u(t, x) − u(s, y) | 0 ≤ t, s < r, x, y ∈ RN , |x − y| < r} ≤ 0.

よって, 定理 4.1 が使えて u = u(= u) ∈ BUC(Q̂T ), u(0, ·) = u0 on RN が示される. この
u ∈ BUC(Q̂T )は u(0, ·) = u0 on RN を満たす (4.1)の一意な粘性解であることが証明された.

Step 3. 系 4.1の証明と同様にして, h→ 0とするとき, uh が uに [0, T ) × RN 上で広義一
様収束することが示される. �

5.4 BMOアルゴリズムで構成される集合列の収束

本小節では定理 5.2から BMOアルゴリズムで構成される集合列 {Ck}+∞k=0
の収束を証明

する. C0 ⊂ RN をコンパクトとし, u0 ∈ BUC(RN)を

u0(x)



> 0 (x ∈ intC0),

= 0 (x ∈ ∂C0),

< 0 (x ∈ RN\C0)
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を満たすように選ぶ. u ∈ BUC(Q̂T ) を u(0, ·) = u0 on RN を満たす (4.1)の粘性解, C(t) :=

{u(t, ·) ≥ 0} (t ∈ [0, T ))とおく. {Ck}[T/h]

k=0
を BMOアルゴリズムで構成されるコンパクト集合

列とし, Ch(t)を

Ch(t) := Ck for t ∈ [kh, (k + 1)h), k = 0, 1, 2, . . . , [T/h]

と定義する. 命題 5.1 より Ch(t) = {S k
h
u0 ≥ 0} = {uh(t, ·) ≥ 0} (t ∈ [kh, (k + 1)h), k =

0, 1, 2, . . . , [T/h], h > 0)であることに注意する.

まず, {Ch(t)}t∈[0,T ) の h > 0に関する一様有界性を示す.

命題 5.5 (cf. Barles–Georgelin [5]). R > 0が存在して Ch(t) ⊂ BN(0,R) (t ∈ [0, T ), h > 0)が
成り立つ.

証明. C0はコンパクトなので, C0 ⊂ BN(0,R)を満たす R > 0を取れる.任意の z ∈ ∂BN(0,R)

に対して, D(z) := {〈· − z, z〉 ≤ 0}とおく. v0 = v0(t, x)をC0 = D(z)としたときの (2.1)の解
とする. C0 ⊂ D(z) なので,最大値原理より u0 ≤ v0 in [0, h] × RN を得る. 直接計算するこ
とにより, {v0(h, ·) ≥ 0} = D(z)が示せるので, C1 ⊂ D(z)となる. 以下,帰納的に Ck ⊂ D(z)

(k = 2, 3, . . . , [T/h])を得る. 従って Ch(t)の定義より Ch(t) ⊂ D(z)となり, z ∈ ∂BN(0,R)の
任意性より

Ch(t) ⊂
⋂

z∈∂BN(0,R)

D(z) = BN(0,R) for all t ∈ [0, T ), h > 0.

�

次に (1.1)に対する広義解の有界性を示しておく.

命題 5.6. u ∈ BUC(Q̂T )を u(0, ·) = u0 in RN を満たす (4.1)の粘性解, C(t) := {u(t, ·) ≥ 0}と
おく. このとき, C(t) ⊂ BN(0,R)となる. ここで, R > 0は命題 5.5で取ったものと同じ定数
である.

証明. 証明の方針は命題 5.5と同じである. 任意の z ∈ ∂BN(0,R)を固定し, D(z)を命題 5.5

の証明と同じように定義する.

Step 1. v = v(t, x)を

v(t, x) :=


‖u0‖ (x ∈ int D(z)),

0 (x ∈ RN\D(z)),

とおき,この vが (4.1)の粘性劣解であることを示す.

明らかに v ∈ LS C([0, T ) × RN), v(0, ·) ≥ u0 in RN である. 任意の ϕ ∈ C1,2(QT ) に対して
v−ϕが (t0, x0) ∈ QT で極小値を取ったとする. 命題 4.1の証明と同様にして, v−ϕは (t0, x0)

で狭義極小値を取るとしてよい.

Case 1. x0 < ∂D(z)のとき
(t0, x0) の近傍では v は定数なので, ϕt(t0, x0) = 0, Dϕ(t0, x0) = 0 である. 命題 4.1 より

D2ϕ(t0, x0) = Oとしてよいが,この場合は明らかに命題 5.6の主張を満たす.

Case 2. x0 ∈ ∂D(z)のとき
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Dϕ(t0, x0) = 0とする. 命題 4.1よりD2ϕ(t0, x0) = Oと仮定してよい. vは実際は xのみの
関数なので, ϕ(t, x0) > 0 (t → t0)とはならず, t 7→ ϕ(t, x0)は t = t0 で極大値 0を取る. 従っ
て, ϕt(t0, x0) = 0が言えるので,命題 5.6の結論が成り立つ.

Dϕ(t0, x0) , 0とする. このとき, r0 > 0が存在して BN(x0, r0)∩ {ϕ(t0, ·) = 0}はなめらかな
超曲面 (の一部)で

BN(x0, r0) ∩ {ϕ(t0, ·) = 0} ⊂ D(z), (BN(x0, r0) ∩ {ϕ(t0, ·) = 0}) ∩ D(z) = {x0}

を満たす. 先程と同じ理由で ϕt(t0, x0) = 0である. また, x0における BN(x0, r0)∩{ϕ(t0, ·) = 0}
の平均曲率は

−div

(
Dϕ(t0, x0)

|Dϕ(t0, x0)|

)
≥ 0

となる. 従って
ϕt + F(Dϕ,D2ϕ) ≥ 0 at (t0, x0)

を得る.

以上のことより vは (4.1)の粘性優解である.

Step 2. C(t) ⊂ BN(0,R) (t ∈ [0, T ))を示す.

vと uに対して

lim
r→0

sup{u(t, x) − v(s, y) | 0 ≤ t, s ≤ r, x, y ∈ RN , |x − y| < r},

≤ lim
r→0

sup{u0(y) − v(0, y) + ω(t + |x − y|) | 0 ≤ t, s ≤ r, x, y ∈ RN , |x − y| < r}

≤ 0 (ωは uの連続度)

が言えるので,定理 4.1より u ≤ v in [0, T )×RN が得られ, C(t) ⊂ D(z)となる. z ∈ ∂BN(0,R)

は任意なので命題 5.5の証明と同じようにしてC(t) ⊂ BN(0,R)が示される. �

また, C(t) = {u(t, ·) > 0}ならば, t 7→ C(t)は次の意味で連続である.

命題 5.7. u ∈ BUC(Q̂T )を u(0, ·) = u0 in RN を満たす (4.1)の粘性解, C(t) := {u(t, ·) ≥ 0}と
おく. このとき, C(t) = {u(t, ·) > 0}ならば

lim
s→t

dH(C(s),C(t)) = 0

が成り立つ.

上の命題で dH は Hausdorff距離と呼ばれるもので次のように定義される: A, B ⊂ RN に
対して

dH(A, B) := max

{
sup
x∈B

dist (x, A), sup
x∈A

dist (x, B)

}
.

命題 5.7の証明. 任意の {tn}+∞n=1 ⊂ [0, T ), tn −→ t0 ∈ [0, T ) (n→ +∞)を取る.
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Step 1. lim
n→+∞

sup
x∈C(t0)

dist (x,C(tn)) = 0を示す. そのために部分列 {nk}+∞k=1
⊂ Nが存在して

nk −→ +∞ (k→ +∞), sup
x∈C(t0)

dist (x,C(tnk
)) ≥ 2ε0 for all k ∈ N

と仮定して矛盾を導く. 簡単のため nk = kとおく.

C(t0), C(tk) (k ∈ N)はコンパクトなので,各 k ∈ Nに対して

(5.20) sup
x∈C(t0)

dist (x,C(tk)) = |xk − yk| ≥ 2ε0

を満たす xk ∈ C(t0), yk ∈ C(tk) が存在する. もし, xk ∈ intC(t0) ならば, αk > 1 を xk :=

αk(xk − yk)+ yk ∈ ∂C(t0)を満たすように取れて |xn − yn| > |xn − yn|とできるので, xk ∈ ∂C(t0)

と考えてよい. 同様に yk ∈ ∂C(tk)としてよい. 命題 5.5より {xk}+∞k=1
, {yk}+∞k=1

⊂ BN(0,R)なの
で,必要ならば部分列を取ることによって

(xk, yk) −→ (x0, y0) (k → +∞)

となる. このとき uの連続性と C(t) = {u(t, ·) > 0}より x0, y0 ∈ ∂C(t0)である.

(5.20)と上の収束より,十分大きな k ∈ Nに対して

BN(x0, ε0/2) ⊂ BN(xk, ε0), BN(x0, ε0/2) ∩C(tk) = ∅

となる. よって十分大きな k ∈ Nに対して u(tk, ·) ≤ 0 on BN(x0, ε0/2)が言えて, k → +∞と
して

u(t0, ·) ≤ 0 on BN(x0, ε0/2)

となる. x0 ∈ ∂C(t0)なので BN(x0, ε0/2) ∩ intC(t0) , ∅である. 仮定よりC(t0) = {u(t0, ·) > 0}
なので, u(t0, ·) > 0 in BN(x0, ε0/2)∩ intC(t0)となり矛盾を得る. 従って Step 1の結論が示さ
れる.

Step 2. lim
n→+∞

sup
x∈C(tn)

dist (x,C(t0)) = 0 を示す. 前 Step と同様に部分列 {nk}+∞k=1
⊂ N が存在

して
nk −→ +∞ (k→ +∞), sup

x∈C(t0)

dist (x,C(tnk
)) ≥ 2ε0 for all k ∈ N

と仮定して矛盾を導く. 簡単のため nk = kとおく.

xk ∈ C(tk), yk ∈ C(t0)を

sup
x∈C(tk )

dist (x,C(t0)) = |xk − yk| ≥ 2ε0

を満たすとする. Step 1と同じように xk ∈ ∂C(tk), yk ∈ ∂C(t0)としてよい. 更に Step 1と同
様にして

(xk, yk) −→ (x0, y0) ∈ ∂C(t0) × ∂C(t0) (k → +∞),

となる. 十分大きな k ∈ Nに対して |xk − x0| < ε0 を満たす. 故に

2ε0 ≤ |xk − yk| = dist (xk,C(t0)) ≤ |xk − x0| < ε0

となり矛盾を得る. 従って Step 2の結論が示される.

Step 1, 2より,命題 5.7の主張が示された. �
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命題 5.7と同様にして次の命題も証明できる.

命題 5.8. u ∈ BUC(Q̂T )を u(0, ·) = u0 in RN を満たす (4.1)の粘性解とする. C(t) := {u(t, ·) ≥
0}とおく. このとき, C(t) = {u(t, ·) > 0}ならば

lim
s→t

dH(∂C(s), ∂C(t)) = 0

が成り立つ.

この命題の証明は省略する.

定理 5.2では, BMOアルゴリズムによって定義される関数列の収束を得たが,これから
直接に近似曲面の収束が言えるとは限らない. (1.1)の広義解への収束については次の定理
が成り立つ.

定理 5.3. u ∈ BUC(Q̂T )を u(0, ·) = u0 on RN を満たす (4.1)の粘性解とする. C(t) := {u(t, ·) ≥
0} (t ∈ [0, T ))とおく. 更に, {Ck}[T/h]

k=0
を BMOアルゴリズムで構成されるコンパクト集合列,

{uh}h>0 は (5.15)で定義される関数列とする. このとき, C(t) = {u(t, ·) > 0} (t ∈ [0, T ))を仮
定すると,任意の T ′ ∈ (0, T )に対して

lim
h→0

max
t∈[0,T ′]

dH(C(t),Ch(t)) = 0.

証明. 命題 5.5, 5.6より Ch(t), C(t) ⊂ BN(0,R)となる. Rを少し大きく取り直すことによっ
てCh(t), C(t) ⊂ BN(0,R − 1)としてよい.

ある ε0 > 0, {hn}+∞n=1 ⊂ (0,+∞), {tn}+∞n=1 ⊂ [0, T ), t0 ∈ [0, T )が存在して

(hn, tn) −→ (0, t0) (n→ +∞), dH(Chn(tn),C(tn)) ≥ ε0

を仮定して矛盾を導く.

Case 1. sup
x∈Chn (tn)

dist (x,C(tn)) ≥ ε0 の場合

各 n ∈ Nに対して xn ∈ Chn(tn), yn ∈ C(tn)が存在して

(5.21) ε0 ≤ sup
x∈Chn (tn)

dist (x,C(tn)) = dist (xn,C(tn)) = |xn − yn|

を満たす. 命題 5.5の証明と同様に xn ∈ ∂Chn(tn), yn ∈ ∂C(tn)としてよい. 必要ならば部分
列を取ることによって

(5.22) (xn, yn) −→ (x0, y0) (n→ +∞)

となる. uhn(tn, xn) = 0, u(tn, yn) = 0なので,定理 5.3と uの連続性より u(t0, x0) = u(t0, y0) = 0

となり, x0, y0 ∈ ∂C(t0)が言える. 更に |x0 − y0| ≥ ε0 である. n0 ∈ Nが存在して

|xn − x0| + |yn − y0| ≤
1

5
ε0 for all n > n0.
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命題 5.5より, n1 ∈ Nが存在して

dH(C(tn),C(t0)) <
1

5
ε0 for all n > n1.

従って n > max{n0, n1}に対して

dist (xn,C(tn)) ≤ |xn − x0| + dist (x0,C(tn)) <
2

5
ε0.

これは (5.21)に反する.

Case 2. sup
x∈C(tn)

dist (x,Chn(tn)) ≥ ε0 の場合

各 n ∈ Nに対して xn ∈ C(tn), yn ∈ Chn(tn)を

(5.23) ε0 ≤ sup
x∈C(tn)

dist (x,Chn(tn)) = dist (xn,C
hn(tn)) = |xn − yn|

を満たすように取る. ここでも xn ∈ ∂C(tn), yn ∈ ∂Chn(tn)としてよい. 必要ならば部分列を
取ることによって (5.22)が成り立つとしてよい. このとき, x0, y0 ∈ ∂C(t0)である. (5.23)よ
り全ての n ∈ Nに対して BN(xn, 2ε0/3) ∩ C(tn) = ∅である. (5.22)より,十分大きな n ∈ N
に対して BN(x0, ε0/2) ⊂ BN(xn, 2ε0/3)が成り立つ. すると uhn(tn, ·) ≤ 0 on BN(x0, ε0/2)とな
り, n→ +∞とすると定理 5.2より u(t0, ·) ≤ 0 on BN(x0, ε0/2)となる.

ところで, BN(x0.ε0/2)∩ intC(t0)であり,仮定C(t) = {u(t, ·) > 0} (t ∈ [0, T ))より u(t0, ·) ≤ 0

in BN(x0.ε0/2) ∩ intC(t0)となり矛盾を生じる.

Case 1, 2より定理 5.3の主張が示される. �

定理 5.3は (広義解の意味ではあるが)平均曲率で動く曲面で囲まれる集合とその近似
曲面で囲まれる集合での収束を述べている.この定理を曲面の収束という観点で見直すと
次のようになる.

定理 5.4. u ∈ BUC(Q̂T )を u(0, ·) = u0 on RN を満たす (4.1)の粘性解とする. C(t) := {u(t, ·) ≥
0} (t ∈ [0, T ))とおく. 更に, {Ck}[T/h]

k=0
を BMOアルゴリズムで構成されるコンパクト集合列,

{uh}h>0 は (5.15)で定義される関数列とする. このとき, C(t) = {u(t, ·) > 0} (t ∈ [0, T ))を仮
定すると,任意の T ′ ∈ (0, T )に対して

lim
h→0

max
t∈[0,T ′]

dH(∂C(t), ∂Ch(t)) = 0.

証明. 定理 5.3より,任意の T ′ ∈ (0, T ), ε > 0に対して,ある h0 > 0が存在して

sup
t∈[0,T ′]

dH(C(t),Ch(t)) < ε for all h ∈ (0, h0).

これより

∂Ch(t)\C(t) ⊂ {dist (·, (C(t) ∩Ch(t))) < ε},
∂C(t)\Ch(t) ⊂ {dist (·, (C(t) ∩Ch(t))) < ε}.
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従って

sup
x∈∂Ch(t)∩C(t)

dist (x, ∂C(t)) = sup
x∈∂Ch(t)∩C(t)

dist (x,C(t)) < ε,

sup
x∈∂C(t)∩Ch (t)

dist (x, ∂Ch(t)) = sup
x∈∂C(t)∩Ch (t)

dist (x,Ch(t)) < ε.

一方,

sup
x∈C(t)

dist (x,Ch(t)) = sup
x∈C(t)\Ch (t)

dist (x,Ch(t)) = sup
x∈∂C(t)\Ch (t)

dist (x, ∂Ch(t)),

sup
x∈Ch(t)

dist (x,C(t)) = sup
x∈Ch(t)\C(t)

dist (x,C(t)) = sup
x∈∂Ch(t)\C(t)

dist (x, ∂C(t)),

に注意すると,任意の t ∈ [0, T ′], h ∈ (0, h0)に対して

sup
x∈∂C(t)

dist (x, ∂Ch(t)) = sup
x∈∂C(t)\Ch (t)

dist (x, ∂Ch(t)) + sup
x∈∂C(t)∩Ch (t)

dist (x, ∂Ch(t)) < 2ε,

sup
x∈∂Ch(t)

dist (x, ∂C(t)) = sup
x∈∂Ch(t)\C(t)

dist (x, ∂C(t)) + sup
x∈∂Ch(t)∩C(t)

dist (x, ∂C(t)) < 2ε

となる. 故に
sup

t∈[0,T ′]
dH(∂C(t), ∂Ch(t)) < 2ε

が得られ,定理の主張が示される. �

注意 5.3. (1)定理 5.4は定理 5.3の証明を修正することでも証明できる.

(2)任意のコンパクト集合C1, C2 ⊂ RN に対して dH(C1,C2) ≤ dH(∂C1, ∂C2)が成り立つこ
とから,定理 5.4の主張から直ちに定理 5.3の主張が得られる.

6 Appendix

6.1 関数の連続度

この小節では関数の連続度について述べる.関数の連続度は粘性解理論においては重要
である. 実際,連続度を用いた詳細な解析によって粘性解の比較定理を証明したり,解の連
続性を評価する. 更に, Perronの方法によって粘性解を構成する際に方程式や初期条件の
連続度を利用することによって優解,劣解を構成する等に用いられる. Devore–Lorentz [16,

Chapter 2]等に従って関数の連続度を紹介したい.

まず,連続度の定義を与える.

定義 6.1. Ω ⊂ RN 上で定義された実数値関数 f = f (x)に対して

ω f (r) := sup
|x−y|≤r,
x,y∈Ω

| f (x) − f (y)|

を f の連続度と言う.
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注意 6.1. (1)上の定義から明らかに

| f (x) − f (y)| ≤ ω f (|x − y|) for all x, y ∈ Ω

が成り立つ.

(2)ある定数 C > 0が存在して ω f (r) ≤ Cr (r ∈ [0,+∞))となるとき, f は Ωで Lipschitz

連続である. ある定数 C > 0, α ∈ (0, 1)が存在してω f (r) ≤ Crα (r ∈ [0,+∞))となるとき, f

はΩで指数 αの Hölder連続である.

(3) Ω = RN の場合は ω f は [0,+∞)で定義される. Ωが有界の場合は ω f (r) = ω f (diamΩ)

(r ≥ diamΩ)とすることによって, ω f は [0,+∞)で定義されている関数と考えることがで
きる.

(4) Ω ⊂ RN を領域とし, f を Ωで定義された実数値関数とする. もし lim
r→+0

ω f (r)

r
= 0な

らば, f は定数関数である.

定義 6.1より明らかに ω f は非負, ω f (0) = 0かつ ω f は [0,+∞)で単調非減少である. これ
らのことから lim inf

r→+0
ω f (r) ≥ ω f (0) = 0が言える. しかし,次の例により lim

r→+0
ω f (r) = ω f (0)

は必ずしも成り立たないことが分かる.

例 6.1. f (x) = sin(1/x) (x > 0)とする. 十分大きな n ∈ Nに対して

ω f

(
1

2n

)
= sup

|x−y|≤1/(2n),
x,y>0

∣∣∣∣∣sin
1

x
− sin

1

y

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣∣sin

(
2n +

1

2

)
π − sin

(
2n − 1

2

)
π

∣∣∣∣∣∣ = 2.

ここで,真ん中の不等式において x =
1(

2n + 1
2

)
π

, y =
1(

2n − 1
2

)
π
を代入した.故に lim sup

r→+0

ω f (r)

≥ 2となる.

次の定理では, lim
r→+0

ω f (r) = ω f (0)となるための必要十分条件が与えられる.

定理 6.1. Ω ⊂ RN 上で定義された関数 f = f (x)に対して,

(6.1) lim
r→+0

ω f (r) = ω f (0) = 0

であるための必要十分条件は f ∈ UC(Ω) となることである. 但し, UC(Ω) は Ωで定義さ
れた一様連続な関数全体を表す.

証明. (6.1)を仮定する. 任意の ε > 0に対して δ = δ(ε) > 0が存在して

0 ≤ ω f (r) < ε for all r ∈ (0, 2δ).

ω f の定義より r = δとすると

(6.2) | f (x) − f (y)| < ε for all x, y ∈ Ω, |x − y| < δ.

従って f ∈ UC(Ω)である.
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f ∈ UC(Ω)とする. 任意の ε > 0に対して (6.2)を満たす δ = δ(ε) > 0が存在する. この
とき, ω f (r) ≤ ε (r ∈ (0, δ))となり,これと ω f の単調非減少性より, r → +0, ε→ 0とすると

0 ≤ lim inf
r→+0

ω f (r) ≤ lim sup
r→+0

ω f (r) ≤ 0.

これと ω f (0) = 0より (6.1)が成り立つ. �

定理 6.1に加えて,連続度には次の性質がある.

定理 6.2. Ω ⊂ RN を凸集合とする. f を Ω上で定義された関数とし,その連続度 ω f は (6.1)

を満たすとする.

(1) 任意の r1, r2 ∈ [0,+∞)に対してω f (r1 + r2) ≤ ω f (r1)+ω f (r2) (この性質を subadditive

(又は劣加法性)という).

(2) ω ∈ UC([0,+∞)).

証明. (1) r1, r2 ∈ [0,+∞)とする. Ωは凸なので, |x − z| ≤ r1 + r2 を満たす任意の x, z ∈ Ωに
対して, |x − y| ≤ r1, |y − z| ≤ r2 となる y ∈ Ωが取れる. すると

| f (x) − f (z)| ≤ | f (x) − f (y)| + | f (y) − f (z)| ≤ ω f (r1) + ω f (r2).

よって
ω f (r1 + r2) ≤ ω f (r1) + ω f (r2).

(2) (1)より,任意の r1, r2 ∈ [0,+∞)に対して

0 ≤ ω f (r1) − ω f (r2) ≤ ω f (r1 − r2) if 0 ≤ r2 ≤ r1,

−ω f (r2 − r1) ≤ ω f (r1) − ω f (r2) ≤ 0 if 0 ≤ r1 ≤ r2.

従って
|ω f (r1) − ω f (r2)| ≤ ω f (|r1 − r2|) for all r1, r2 ∈ [0,+∞)

lim
r→+0

ω f (r) = ω(0) = 0よりω ∈ UC([0,+∞))が得られる. �

定理 6.2 (1)から次の系が導ける.

系 6.1. Ω ⊂ RN を凸集合とする. Ω上で定義された関数 f に対してその連続度 ω f は (6.1)

を満たすとする. このとき,

ω f (λr) ≤ (λ + 1)ω f (r) for all r, λ ∈ [0,+∞).

証明. r, λ ∈ [0,+∞)を任意に取り, n ∈ N ∪ {0}を n ≤ λ < n + 1を満たすものとする. この
とき, ω f の単調非減少性と定理 6.2 (1)より

ω f (λr) ≤ ω f ((n + 1)r) ≤ ω f (r) + · · · + ω f (r)︸                  ︷︷                  ︸
(n+1)個

= (n + 1)ω f (r) ≤ (λ + 1)ω f (r).

となり証明が終わる. �
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今までは与えられた関数に対してその連続度を定義し,その性質をいくつか見てきた. 以
下では,定義 6.1のように与えられた関数から定義するのではなく,関数の連続性を表すた
めに必要な (最小限の)条件を満たす関数,という観点から連続度を定義する.

定義 6.2 (Crandall–Lions [13]). [0,+∞)上で定義された関数 ωが連続度であるとは次の条
件を満たすものを言う.

(1) 0 ≤ ω(r) < +∞ for all r ∈ [0,+∞) and ω(0) = 0.

(2) lim
r→+0

ω(r) = ω(0).

(3) ωは劣加法性を満たす.

この定義で述べられた条件から,関数 f の連続度に見合う性質を持つものを構成するこ
とができる. ω : [0,+∞) −→ [0,+∞)が定義 6.2の意味での連続度とする. 定理 6.2 (2)の証
明より ω ∈ UC([0,+∞))である. 更に ω1 を

(6.3) ω1(r) := max
s∈[0,r]

ω(s)

とおくと, ω1 は r ∈ [0,+∞)に関して単調非減少である. 更に次の性質が成り立つ.

命題 6.1. ω1を (6.3)で定義された関数とすると,ω1 ∈ UC([0,+∞))かつ劣加法性を満たす.

証明. ω1が劣加法性を満たすことを示す.これが示されれば定理 6.2よりω1 ∈ UC([0,+∞))

となる.

r1, r2 ∈ [0,+∞)とする. ω1 の定義よりω1(r1 + r2) = ω(t) (t ∈ [0, r1 + r2])となる. t ≤ r1 な
らば

ω1(r1 + r2) = ω(t) ≤ ω1(r1)

となるので, ω1 は劣加法性を満たす. t ≤ r2 の場合も同様である. r1 ∨ r2 < t ≤ r1 + r2

(a ∨ b := max{a, b})ならば, ωが劣加法性を満たすことより

ω1(r1 + r2) = ω(t) ≤ ω(r1) + ω(t − r1) ≤ ω1(r1) + ω1(r2).

従って ω1 は劣加法性を満たす. �

以下では ωは定義 6.2 (1) - (3)に加えて, [0,+∞)で単調非減少であることも仮定する.

一様連続な関数については次の性質が成り立つ.

命題 6.2. f ∈ UC(RN)とする. このとき,任意の ε > 0に対してCε > 0が存在して

| f (x) − f (y)| ≤ Cε|x − y| + ε for all x, y ∈ RN .

特に,ある定数 C > 0が存在して | f (x)| ≤ C(|x| + 1) for all x ∈ RN .
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証明. 任意の ε > 0を固定する. このとき,ある δ > 0が存在して　

| f (x) − f (y)| < ε for all x, y ∈ RN , |x − y| < δ.

任意の x, y ∈ RN に対して N ∈ N を Nδ/2 ≤ |x − y| < (N + 1)δ/2 を満たすように取る.

更に, {xi}Ni=0
を x0 := x, |xi − xi−1| = δ/2 (i = 1, 2, . . . ,N) を満たすように取る. このとき,

|y − xN | < δ/2に注意する.

そこで

| f (x) − f (y)| ≤
N∑

i=1

| f (xi−1) − f (xi)| + | f (xN − f (y)| ≤ Nε + ε

≤ 2ε

δ
|x − y| + ε.

よって Cε := 2ε/δと取ればよい.

特に ε = 1, y = 0とおくと

| f (x)| ≤ C|x| + 1 + | f (0)| for all x ∈ RN

となり,命題の後半の主張が示される. �

命題 6.2より以下のことが成り立つ: ω ∈ UC([0,+∞)), ω(0) = 0とする. 任意の ε > 0に
対して,ある Cε > 0が存在して

(6.4) ω(r) ≤ Cεr + ε for all r ∈ [0,+∞).

この性質を劣線形性と呼ぶことにする.これを使うと次の命題が証明できる.

命題 6.3. 関数 ω : [0,+∞) −→ [0,+∞) は ω(0) = 0かつ劣線形性を満たすとする. このと
き,凹で ω̃(0) = 0を満たす ω̃ ∈ C([0,+∞))が存在して ω(r) ≤ ω̃(r) for all r ≥ 0が成り立つ.

Proof. 任意の ε > 0に対して Cε > 0を (6.4)を満たす定数とする. ω̃を

ω̃(r) := inf{Cεr + ε | ε > 0, ω(s) ≤ Cεs + ε for all s ∈ [0,+∞)}

とおく. 明らかに ω̃(0) = 0,かつ ω̃は凹関数である. よって Rademacher の定理より ω̃は
局所 Lipschitz連続である. 更に ω̃の定義より, ω(r) ≤ ω̃(r) for all r ≥ 0が成立する. �

連続度 ωが凹ならば次の命題が成り立つ.

命題 6.4. 関数 ω : [0,+∞) −→ [0,+∞) は ω(0) = 0, かつ凹とする. このとき, ω(r)/r は
(0,+∞)で単調非増加である.

証明. 0 < r1 ≤ r2 とすると
r1

r2

ω(r2) ≤ r2 − r1

r2

ω(0) +
r1

r2

ω(r2) ≤ ω(r1).

最初の不等式で ω(0) = 0を,次の不等式で ωの凹性を用いた. よって
ω(r2)

r2

≤ ω(r1)

r1

を得

る. �
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命題 6.5. 関数 ω : [0,+∞) −→ [0,+∞)に対してω(r)/rが単調非増加ならば,ωは劣加法性
を満たす.

証明. r1, r2 ∈ [0,+∞)とする. ω(r)/rは単調非増加なので

ω(r1 + r2)

r1 + r2

≤ ω(r1)

r1

,
ω(r1 + r2)

r1 + r2

≤ ω(r2)

r2

.

よって

r1

ω(r1 + r2)

r1 + r2

+ r2

ω(r1 + r2)

r1 + r2

≤ ω(r1) + ω(r2)

となり,この不等式の左辺は ω(r1 + r2)なので証明が終わる. �

注意 6.2. 定義 6.2から命題 6.1 - 6.5において次の関係が成り立っている.

ω :定義 6.2の意味での連続度

=⇒ ω ∈ UC([0,+∞)) (定理 6.2 (2)より)

=⇒ ω :劣線形性を満たす ((6.4)より)

=⇒ ωは凹で ω̃(0) = 0, ω̃ ∈ C([0,+∞)), ω(r) ≤ ω̃(r) (r ∈ [0,+∞))

を満たす ω̃で置き換えられる (命題 6.3より. 改めて ωとおく)

=⇒ 上で置き換えたωについて ω(r)

r
は (0,+∞)で単調非増加 (命題 6.4より)

=⇒ ω :劣加法性を満たす (命題 6.5より)

つまり,定義 6.2から命題 6.1 - 6.5は互いに同値とは言えないが,それに近い関係になって
いる.

注意 6.3. (1)定義 6.2において ω(r)が r ∈ [0,+∞)に関して単調非減少性を仮定しなかっ
たのはその後に述べた修正によって単調非減少な関数に置き換えてよいからである.

(2)また,定義 6.2の意味での連続度において,連続関数 (一様連続とは限らない)となる
ような修正では劣加法性は必要ない.

上の注意 (2) に関して少し詳しく説明する. ω : [0,+∞) −→ [0,+∞) が定義 6.2 の意味
での連続度とすると, 上半連続包を取ることによって ω ∈ US C([0,+∞)) としてよい. ま
た, lim

r→+0
ω(r) = ω(0) = 0も成り立つ. ω1 = ω1(r)を (6.3)で定義されたものとする. すると,

ω ≤ ω1 on [0,+∞)である.また, ω1は [0,+∞)上で単調非減少であり lim
r→+0

ω1(r) = ω1(0) = 0

を満たす.

補題 6.1. 上で定義された ω1 に対して ω1 ∈ US C([0,+∞)).

証明. ω1 が r = 0で上半連続なのは上で述べたとおりである. r > 0として

α := lim
δ→0

sup{ω1(s) | s ≥ 0, |s − r| < δ}

とおいて, α ≤ ω1(r)を示す.
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任意の ε > 0を固定する. ある δ0 > 0が存在して
∣∣∣α − sup{ω1(s) | s ≥ 0, |s − r| < δ}

∣∣∣ < ε for all δ ∈ (0, δ0).

各 δ ∈ (0, δ0)に対して rδ ∈ (r − δ, r + δ)が存在して
∣∣∣sup{ω1(s) | s ≥ 0, |s − r| < δ} − ω1(rδ)

∣∣∣ < ε.

よって

(6.5) α < ω1(rδ) + 2ε.

更に ω1 の定義より sδ ∈ [0, rδ] が存在して ω1(rδ) = ω(sδ) となる. sδ ≤ r ならば ω1(rδ) ≤
ω1(r)となるので, rδ > rかつ sδ ∈ (r, rδ)としてよい. ω ∈ US C([0,+∞))なので, δ1 ∈ (0, δ0)

が取れて ∣∣∣sup{ω(s) | s ≥ 0, |s − r| < δ} − ω(r)
∣∣∣ < ε for all δ ∈ (0, δ1)

となる. δ ∈ (0, δ1)として (6.5), ω1(rδ) = ω(sδ)とこの不等式を使うと

α < ω(sδ) + 2ε < ω(r) + 3ε ≤ ω1(r) + 3ε.

ε→ 0とすると ω1 ∈ US C([0,+∞))を得る. �

ω2 = ω2(r)を

(6.6) ω2(r) :=



1

r

∫ 2r

r

ω1(t)dt (r ∈ (0,+∞)),

0 (r = 0)

とおく. ω2 については次の補題が成り立つ.

補題 6.2. (6.6)で定義された ω2 について以下が成り立つ.

(1) ω2 ≥ ω1(≥ 0) on [0,+∞).

(2) ω2 ∈ C([0,+∞))かつ, lim
r→+0

ω2(r) = ω2(0) = 0.

Proof. (1) (6.6)より r ∈ (0,+∞)に対して,

ω2(r) ≥ 1

r

∫ 2r

r

ω1(r)dt = ω1(r)

また, ω2(0) = ω1(0) = 0より (1)の主張が証明される.

(2) lim
r→+0

ω1(r) = 0なので,任意の ε > 0に対して r0 > 0が存在して, 0 ≤ ω1(r) < ε for all

r ∈ [0, r0). すると,任意の r ∈ (0, r0/3)に対して

ω2(r) <
1

r

∫ 2r

r

εdr = ε
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従って lim sup
r→+0

ω2(r) ≤ εとなり, ε → 0とすると, (1)の結果も使って lim
r→0

ω2(r) = 0 = ω2(0)

が言える.

ω2が (0,+∞)で連続であることを示す. r ∈ (0,+∞)を固定する. まず 0 < s ≤ rの場合は
[s, 2s] ∩ [r, 2r] , ∅と仮定してよいので,

ω2(r) − ω2(s) =
1

r

∫ 2r

r

ω1(t)dt − 1

s

∫ 2s

s

ω1(t)dt

≤ 1

r

(∫ 2r

r

ω1(t)dt −
∫ 2s

s

ω1(t)dt

)

=
1

r

(∫ 2r

2s

ω2(t)dt −
∫ r

s

ω1(t)dt

)

≤ 1

r

∫ 2r

2s

ω1(t)dt =
2ω1(r)(r − s)

r

を得る. 従って
lim

s→r−0
|ω2(r) − ω2(s)| = 0.

また 0 < r ≤ sの場合は同様の計算によって

ω2(s) − ω2(r) ≤ 2ω2(s)(s − r)

s
.

ω1 が上半連続であることを使って

lim
s→r+0

|ω2(s) − ω2(r)| = 0.

よって ω2 は (0,+∞)で連続である.

以上のことより ω2 ∈ C([0,+∞))である. �

今までは定義 6.2 (3) は使わなかったが,ここからこの条件を使う. まず, 次の命題を証
明する.

命題 6.6. ωが定義 6.2の意味での連続度ならば, ω1, ω2 も定義 6.2 (3)を満たす.

Proof. ω1 が定義 6.2 (3)を満たすことを示す. r, s ∈ [0,+∞)を任意に固定する. ω1 の定義
より, ω1(r + s) = ω(t) (t ∈ [0, r + s])となる. t ≤ rならば,

ω1(r + s) = ω(t) ≤ ω1(r)

より定義 6.2 (3)を満たす. r < t ≤ r + sならば, ωは定義 6.2の意味の連続度なので

ω1(r + s) = ω(t) = ω(r + (t − r)) ≤ ω(r) + ω(t − r) ≤ ω1(r) + ω1(s).

故に ω1 は定義 6.2 (3)を満たす.
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ω2 が定義 6.2 (3)を満たすことを示す. r, s ∈ [0,+∞)に対して置換積分によって

ω2(r + s) =
1

r + s

∫ 2(r+s)

r+s

ω1(t)dt =

∫ 2

1

ω1((r + s)τ)dτ

≤
∫ 2

1

{ω1(rτ) + ω1(sτ)}dτ = 1

r

∫ 2r

r

ω1(t)dt +
1

s

∫ 2s

s

ω1(t)dt

= ω2(r) + ω2(s).

これで命題 6.6の証明が終わる. �

命題 6.6と定理 6.2の証明より, ω2 ∈ UC([0,+∞)) である. よって,注意 6.2より凹関数
ω3 が存在して,

ω2 ≤ ω3 on [0,+∞), ω3(0) = 0, ω3 ∈ UC([0,+∞))

となる. 更に ω3 は劣加法性も満たす.

6.2 BUC(RN)の完備性

この節では以下の定理を証明する.

定理 6.3. BUC(RN)を RN で定義された有界,かつ一様連続な関数の集合とする.このとき,

BUC(RN)は

(6.7) ‖ f ‖ := sup
x∈RN

| f (x)| for f ∈ BUC(RN)

をノルムとする Banach空間である.

証明. BUC(RN)が (6.7)をノルムとするノルム空間であることは容易に示される.よって,

ここでは完備性のみを証明する. { fn}+∞n=1 ⊂ BUC(RN)を Cauchy列とする.

Step 1. { fn}+∞n=1 はある関数 f に一様収束することを示す.

任意の x ∈ RN に対して { fn(x)}+∞
n=1 は R

N における Cauchy列になる. よって Rの完備性
より { fn(x)}+∞

n=1 は収束列になる. そこで

f (x) := lim
n→+∞

fn(x)

と定義する. ε ∈ (0, 1)を任意に固定する. { fn}+∞n=1
⊂ BUC(RN)が Cauchy列であることより,

n0 ∈ Nが存在して,任意の n, m > n0 に対して ‖ fn − fm‖ < εが成り立つ. このとき

sup
n∈N
‖ fn‖ ≤ max

1≤k≤n0

‖ fk‖ + ε

となるので { fn}+∞n=1
は一様に有界である. 故に,定義より f は RN 上で有界であることがわ

かる.
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任意の x ∈ RN に対して f (x)の定義よりm1(≥ n0) ∈ Nが取れて | fm(x) − f (x)| < ε for all

m > m1 となる. 従って

| fn(x) − f (x)| ≤ | fn(x) − fm(x)| + | fm(x) − f (x)| < 2ε

を得る. | fn(x) − f (x)| < 2εは任意の x ∈ RN , n > n0 について成り立つので

sup
x∈RN

| fn(x) − f (x)| < 2ε for all n > n0.

従って { fn}+∞n=1 は f に一様収束する.

Step 2. f ∈ BUC(RN)を示す.

前 Stepにおいて f の有界性は示されているので, f が RN で一様連続であることを示す.

任意の δ > 0に対して

sup
x,y∈RN

|x−y|<δ

| f (x) − f (y)|

≤ sup
x,y∈RN

|x−y|<δ

| f (x) − fn(x)| + sup
x,y∈RN

|x−y|<δ

| fn(x) − fn(y)| + sup
x,y∈RN

|x−y|<δ

| fn(y) − f (y)|

≤ 2‖ fn − f ‖ + sup
x,y∈RN

|x−y|<δ

| fn(x) − fn(y)|.

任意の ε > 0に対して n0 = n0(ε) ∈ Nが存在して

‖ fn − f ‖ < ε for all n > n0.

ここで n := n0 + 1 とおく. このとき δ = δ(ε, n0(ε)) > 0を小さく取ると fn0+1 ∈ BUC(RN)

より
sup
x,y∈RN

|x−y|<δ

| fn0+1(x) − fn0+1(y)| < ε.

よって
sup
x,y∈RN

|x−y|<δ

| f (x) − f (y)| < 3ε

が得られ, f は RN 上で一様連続である.

以上のことより f ∈ BUC(RN)となり, BUC(RN)の完備性が示された.

�
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