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1 はじめに

与えられた微分方程式の解を具体的に求めることは, 常微分・偏微分を問わず微分方程

式の最も基本的な問題であるが, 残念ながら方程式全般を初等的に解くことは不可能であ

ることがよく知られている. このことが認識されるようになった 20世紀前半では, 関数解

析学や力学系理論など, 求積法や級数解法に代わって解を抽象的, 定性的に取り扱う枠組

みの構築が進み, さらに 20世紀後半にはコンピュータの発明発達により数値解析学が発

展した. 数値シミュレーションによるダイナミクスの可視化が, その後の非線形現象, 非

線形問題の理論の発展に多大な影響を及ぼしてきたのである.

しかしながら, 非線形偏微分方程式の厳密解について, 近年でも数えきれないほどの研

究報告がなされている. ひとたび厳密解が得られてしまえば, これは方程式の理論解析に

おいてしばしば強力な力を発揮し, また数値シミュレーションと組み合わせて有用な情報

が得られる場合もある. 実際に, 筆者が専門とする反応拡散方程式分野に限っても, いく

つかの典型的なモデル方程式系について定常解や進行波解, または自己相似解などが厳密

解によって与えられる. 現代の純粋数学および応用数学の枠組みにおいても, 厳密解を議

論することは一定の役割を担っているといえる.

2016年度の「応用数学勉強会」では, 典型的な反応拡散方程式の定常問題について, 線

形化固有値問題を解析し, また微分方程式の大域的分岐問題への応用について言及した.

本レクチャーノートでは講義録, およびこれに関連するいくつかの事項についてまとめる

ことを目的とする. 特に楕円関数や楕円積分の計算について基礎となる事項を中心にまと

めたつもりである.

本レクチャーノートの構成について以下に説明する. まず, 第 2節では Jacobiの楕円関

数を導出し, その初等的な合成関数のいくつかが満たす非線形微分方程式を導出する. 続

く第 3節では完全楕円積分について扱う. 基本的な定義, 微分公式等にはじまり, 特に第 3

種楕円積分に関する漸近公式を導く. これは線形化固有値問題の研究において特に重要な

役割を担っており ([30], [32]), さらに変形第 3種楕円積分として定式化し直したものにつ

いて紹介する ([29]).

第 4節では勉強会における内容に基づき, 単独方程式の線形化固有値問題の固有関数の

構成について, 簡単に紹介する. ([27], [30]-[33]).

第 5節はおまけである (※ 2017年 10月 2日現在, 今後のバージョンアップによるおま

けの追加を考えている). 初等的発見法であるが, 連立反応拡散系の代表例である Lotka-

Volterra2種競合系の場合について, 楕円関数の 2次式によって定常解を書き下す. これは

第 2節で扱う範囲から外れている例に相当する.
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2 楕円関数と微分方程式

一般的に楕円関数といえば,

• 楕円積分の逆関数 (初等的定義)

• 実関数としての周期性

• 代数的加法公式

• 非線形微分方程式の解であること

• 複素有理型関数として 2重周期性, および複素解析的性質

などが重要である. このうち最後以外のものはよく知られた三角関数との類似性として捉

える事が出来る.

楕円関数の公式についてはByrd-Friedmann [2]が詳しい. また楕円関数論を扱った一般

的な文献として, ここでは竹内 [25]や戸田 [26], Whittaker-Watson [34]などを挙げる. い

ずれの文献においても, 楕円関数の複素解析的な取り扱い, とりわけ楕円テータ関数の導

入による楕円関数の記述がなされており, 重要な性質のいくつかはこれを用いて計算され

る. 楕円テータ関数は楕円関数論において非常に本質的概念と考えられるが, 微分方程式

の研究者にとっては (少なくとも私には) あまりなじみの深いものではないであろう. 本

レクチャーノートでは, これによる困難を避け, Jacobiの楕円関数が非線形微分方程式の

解であることを出発点として, なるべく初等的な議論もしくは微分方程式からのアプロー

チをとり楕円関数の基本性質を説明する. また, このようなスタイルで書くことは, 楕円

積分自体の導入を後回しにすることができるという利点もあるように思われる.

2.1 Jacobiの楕円関数の定義

z ∈ R, 0 < k < 1とおく. kは通常の楕円関数論では母数と呼ばれるパラメータであり,

ここでは天下り的に与える. Jacobiの楕円関数 sn(z, k) に関する定義は数多くあるが, 上

でも述べたようにw = sn(z, k)を非線形常微分方程式

w2
z = (1− w2)(1− k2w2) for all z ∈ R (2.1)

の解のうちw(0) = 0, wz(0) = 1を満たすものとして定義する. 方程式 (2.1)の両辺を微分

し, wz ̸≡ 0を用いることでwは次の初期値問題を満たし, 特に一意に定まる.{
wzz = −(1 + k2)w + 2k2w3, in R,

w(0) = 0, wz(0) = 1.
(2.2)

解の一意性から, sn(z, k)が奇関数であることは明らかである.
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三角関数と場合とほぼ同様にして, 楕円関数 cn, tnを次のように定める: 各 0 < k < 1

について

sn2(z, k) + cn2(z, k) = 1, z ∈ R

tn(z, k) :=
sn(z, k)

cn(z, k)
, z ∈ R/{(2m− 1)K(k) | m ∈ Z}.

また, 楕円関数 dnを次で定義する:

dn(z, k) :=
√

1− k2sn2(z, k)).

cn関数および dn関数が満たす微分方程式については次節以降で考える.

次の基本性質は初期値問題の解の一意性およびパラメータに関する連続依存性より明ら

かである.

Proposition 2.1. z ∈ R, k ∈ (0, 1)とするとき,

(i) lim
k→0

sn(z, k) = sin z (Rで広義一様),

(ii) lim
k→0

sn(z, k) = tanh z (Rで広義一様),

2.2 積分による初等的定義と周期性

微分方程式 (2.1)から出発した場合, 標準的な shooting法の手続きを通して sn-関数の初

等的定義が得られる. この場合, 方程式 (2.1)について求積法を用いることで, 第 1種楕円

積分

F (w, k) :=

∫ w

0

1√
(1− s2)(1− k2s2)

ds, w ∈ [0, 1]

により関数関係 F (w, k) = zが成り立つ. さらにK(k) := F (1, k) (Kは第 1種完全楕円積

分)として, F の逆関数w = sn(z, k) : [0, K(k)] → [0, 1]が定まる. さらに解の一意性定理

を用いてこれを拡張することで, 実関数としての sn(z, k)は周期 4K(k)を持つC∞-級関数

となる.

2.3 微分公式・積分公式

よく知られた微分公式について列挙する. 証明は省略する.

Proposition 2.2. (i)
d

dz

(
sn(z, k)

)
= cn(z, k)dn(z, k).

(ii)
d

dz

(
cn(z, k)

)
= −sn(z, k)dn(z, k).

(iii)
d

dz

(
dn(z, k)

)
= −k2sn(z, k)cn(z, k).
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積分公式についても一応紹介しておく.

Proposition 2.3. (i)

∫
sn(z, k)dz = −1

k
log(kcn(z, k) + dn(z, k)).

(ii)

∫
cn(z, k)dz =

1

k
tan−1 sn(z, k)

dn(z, k)
.

(iii)

∫
dn(z, k)dz = sin−1(sn(z, k)).

Remark 2.1. 上の積分公式 (iii)における原始関数は, 振幅関数 am(z, k)と表される関数

である ([26], [36]など):

z =

∫ am−1(z,k)

0

1√
1− k2 sin θ

dθ.

これをまず導入し, sn(z, k) := sin(am(z, k))により楕円関数を定義する方法もあり, 本レ

クチャーノートにおける定義より一般的である.

一方, 楕円関数の母数パラメータ kに関する微分公式はより複雑な形となる.

Proposition 2.4.

d

dk

(
sn(z, k)

)
=

k

1− k2
(
sn(z, k)− sn(z, k)3

)
+

1

k(1− k2)
cn(z, k)dn(z, k)

[
(1− k2)z −

∫ z

0

dn2(τ, k)dτ

]
.

Proof of Proposition 2.4. 関数等式 F (sn(z, k), k) = zに陰関数定理を適用すればよい. た

だし, その際に第 1種楕円積分 F (z, k)に対する微分公式 (後述)を用いる.

Remark 2.2. 数式処理ソフトMapleによれば, Proposition 2.4 における積分項は Jabobi

の zeta関数を用いて表される ([26] 付録 III公式集を参照).

2.4 関数 cn(z, k), dn(z, k),
√
1− βsn2(z, k)が満たす微分方程式

以下ではw = sn(z, k)の合成関数が満たす微分方程式を与える. 関数ΦをC2級でΦ−1

を持つような適当な関数, W (z) := Φ(w(z, k))とおく. 一般的に,

Wz(z) = Φ′(w(z))wz(z) =
√
(1− w2)(1− k2w2)Φ′(w),

Wzz(z) = Φ′′(w(z))(wz(z))
2 + Φ′(w(z))wzz(z)

= (1− w2)(1− k2w2)Φ′′(w) +
[
− (1 + k2)w + 2k2w3

]
Φ′(w)

となることから, Φ−1を用いてwを消去すると

W 2
z = (1− Φ−1(W )2)(1− k2Φ−1(W )2)Φ′(Φ−1(W ))2,

=
(1− Φ−1(W )2)(1− k2Φ−1(W )2)

(Φ−1)′(W )2
(2.3)
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Wzz = (1− Φ−1(W )2)(1− k2Φ−1(W )2)Φ′′(Φ−1(W ))

+
[
− (1 + k2)Φ−1(W ) + 2k2Φ−1(W )3

]
Φ′(Φ−1(W ))

= −(1− Φ−1(W )2)(1− k2Φ−1(W )2)(Φ−1)′′(W )

(Φ−1)′(W )3

−(1 + k2)Φ−1(W ) + 2k2Φ−1(W )3

(Φ−1)′(W )

(2.4)

が得られる. 関数 Φが, 性質のよい初等関数であれば Φ−1を書き下すことができ, (2.3),

(2.4)を具体的に書き下すことが可能である.

まず, w ∈ [0, 1], β ∈ (−∞, 1], β ̸= 0に対してΦβ(w) :=
√
1− βw2とする. このとき各

k ∈ (0, 1)に対して

W (z, k; β) :=
√
1− βsn2(z, k), x ∈ [0, K(k)] (2.5)

の満たす微分方程式を考えたい. ここで β = 1のときW = cn(z, k), β = k2 のとき

W = dn(z, k)となる. 逆関数Φ−1
β (W ) =

√
(1−W 2)/βを利用することにより, W が満た

す微分方程式は次の命題により与えられる.

Proposition 2.5. k ∈ (0, 1), x ∈ [0, K(k)], β ∈ (−∞, 1], β ̸= 0とする. このとき (2.5)

により定義される関数W について次が成立する.

W 2
z =

(1−W 2)(1− β −W 2)(k2 − β − k2W 2)

βW 2
,

Wzz =
(1− β)(k2 − β)

βW 3
−
(
k2 + 1− 3k2

β

)
W − 2k2

β
W 3.

特に β = 0のときW = cn(z, k)かつ,

W 2
z = (1−W 2)(1− k2 + k2W 2), Wzz = −(1− 2k2)W − 2k2W 3,

β = k2のときW = dn(z, k)かつ

W 2
z = −(1−W 2)(1− k2 −W 2), Wzz = (2− k2)W − 2W 3.

Remark 2.3. Kosugi-Morita-Yotsutani[12]では, Ginzburg-Landau方程式における厳密

解として一般の 0 < β < 1に対するW (z)が得られている.

2.5 楕円関数の有理関数が満たす微分方程式

次に楕円関数からなる有理関数が満たす微分方程式を導出する.

Φ(s) =
a+ bs

c+ ds
(ad− bc ̸= 0), Ψ(s) = Φ(s2) =

a+ bs2

c+ ds2
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とおくとき, W1 = Φ(sn(z, k)), W2 = Ψ(sn(z, k)) (= Φ(sn2(z, k)) の満たす微分方程式を

導出しよう.

Φ−1(s) = −a− cs

b− ds
,

(Φ−1)′(s) = − ad− bc

(b− ds)2
,

Ψ−1(s) =
√

Φ−1(s) =

√
−a− cs

b− ds
,

(Ψ−1)′(s) =
(Φ−1)′(s)

2
√
Φ−1(s)

= − ad− bc

2(b− ds)2

√
−b− ds

a− cs
.

を用いて計算すれば, Proposition 2.5と同様にして微分方程式が得られる.

Proposition 2.6. k ∈ (0, 1)とする. このとき関数

W (z, k) :=
a+ bsn(z, k)

c+ dsn(z, k)
, ad− bc ̸= 0.

について次が成立する.

W 2
z =

1

(ad− bc)2
· [(a+ b)− (c+ d)W ][(a− b)− (c− d)W ]

·[(ka+ b)− (kc+ d)W ][(ka− b)− (kc− d)W ]

Proposition 2.7. k ∈ (0, 1)とする. このとき関数

W (z, k) :=
a+ bsn2(z, k)

c+ dsn2(z, k)
, ad− bc ̸= 0.

について次が成立する.

W 2
z = −4(a− cW )(b− dW )[(a+ b)− (c+ d)W ][(k2a+ b)− (k2c+ d)W ]

(ad− bc)2
.

上で与えた有理変換について, (2.3)を右辺は 3次式又は 4次式となることがわかる. こ

れはG(s)を 3次式又は 4次式としたとき通常の定義による楕円積分
∫

1/
√
G(s)dsが上

のような適当な有理変換 (とその逆)について不変であり, 最終的に楕円積分の標準系に帰

着されることと密接に関係する.

Remark 2.4. Proposition 2.6において, 形式的に k → 1とすると,

W 2
z =

1

(ad− bc)2
· [(a+ b)− (c+ d)W ]2[(a− b)− (c− d)W ]2

が得られる. W がR上で有界 (kについて一様)となるように係数に適当な仮定を加えた

場合, 極限方程式を解くと解は tanh関数を用いて書き表されるので, W は遷移層型の解

の表現を与えると考えられる.
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Remark 2.5. Proposition 2.7において特に, d = 0のときはW は snの 2次式となるが,こ

のとき右辺の非線形項は 3次式, 対応する 2階の方程式の非線形項は 2次式となる. 他の場

合に関しても同様である. この形の関数は主に Fisher-KPP方程式 (d = 0)やAllen-Cahn

方程式 (主に unbalanced), Cahn-Hilliard方程式などのスパイク解を書き下す際に現れる

([13]).

3 楕円積分

ここでは楕円積分, 特に Jabobiによる楕円積分の標準形を導入し, 解析をする上で重要

となる基本公式を導く.

Gを 3次, 4次の多項式, R(X,Y )をX, Y の有理関数とするとき,∫
R(x,

√
G(x))dx

を楕円積分と呼ぶ. 一般的な楕円積分が与えられたときの, 標準形への帰着については, 竹

内 [25]を参照するとよい.

3.1 楕円積分の標準形

k ∈ [0, 1), ν ∈ C \ (−∞,−1]とする. 第 1種, 第 2種, 第 3種の完全楕円積分とは

K(k) :=

∫ 1

0

1√
(1− s2)(1− k2s2)

ds,

E(k) :=

∫ 1

0

√
1− k2s2√
(1− s2)

ds

および

Π(ν, k) :=

∫ 1

0

1

(1 + νs2)
√
(1− s2)(1− k2s2)

ds,

のことである. また, 上の定積分が不定積分になったものを不完全楕円積分と呼び, それ

ぞれ

F (z, k) :=

∫ z

0

1√
(1− s2)(1− k2s2)

ds,

E(z, k) :=

∫ z

0

√
1− k2s2√
(1− s2)

ds

および

Π(z, ν, k) :=

∫ z

0

1

(1 + νs2)
√
(1− s2)(1− k2s2)

ds,

と表される.
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これらは Ledengre-Jacobiによる楕円積分の標準形と呼ばれており, k ∈ (0, 1)は楕円積

分の母数と呼ばれる. 標準形のうち, 第 1種および第 2種については, 数多くの研究によっ

てさまざまな性質が明らかとされている. 例えばKを母数 kの関数と見たとき, これは単

調増加関数であり

lim
k→0

K(k) =
π

2
, lim

k→1
K(k) = ∞

となることを見るのはやさしい. 同様にEについては, kについて単調減少かつ

lim
k→0

E(k) =
π

2
, lim

k→1
E(k) = 1

である.

K, Eは kの整級数展開が可能であり, さらにGaussの超幾何関数として表せることな

ど, さまざまな性質が調べられている. 非線形問題への応用を目的とした, 標準形K, Eの

展開については [36]において扱われている.

Remark 3.1. 現在汎用的な数式処理ソフトウェア, 例えばMathematicaやMapleなどで

は楕円積分の標準形の一部について, 上の定義と異なる場合があるので注意が必要である.

楕円関数に限らず, 特殊関数全般についてはヘルプを参照し定義をきちんと確認すること

が重要である.

3.2 微分公式

標準形の微分公式については [2], [36]に記載がある. ここでは完全微分公式の場合に初

等的な証明を与える.

Proposition 3.1. k ∈ (0, 1), ν ̸= 0,−1,−k2とする. このとき,

(i)
dK

dk
(k) = −K(k)

k
+

E(k)

k(1− k2)
,

(ii)
dE

dk
(k) = −K(k)

k
+
E(k)

k
,

(iii)
∂Π

∂k
(ν, k) =

kE(k)

(k2 + ν)(1− k2)
− kΠ(ν, k)

k2 + ν
,

(iv)
∂Π

∂ν
(ν, k) = − K(k)

2ν(1 + ν)
+

E(k)

2(1 + ν)(k2 + ν)
+

(k2 − ν2)Π(ν, k)

2ν(1 + ν)(k2 + ν)
.

Proof. (ii) 直接計算により

dE

dk
(k) =

∫ 1

0

−ks2√
1− s2

√
1− k2s2

ds

=
1

k

∫ 1

0

(1− k2s2)− 1√
(1− s2)(1− k2s2)

ds

=
1

k
E(k)− 1

k
K(k).

9



(i) 直接計算により,

dK

dk
(k) =

∫ 1

0

ks2√
1− s2(1− k2s2)3/2

ds.

ここで部分積分を用いると

K(k)− 1− k2

k

dK

dk
(k) =

∫ 1

0

√
1− s2 · 1

(1− k2s2)3/2
ds

=

∫ 1

0

√
1− s2

d

ds

[
s√

1− k2s2

]
ds

=

∫ 1

0

s√
1− s2

· s√
1− k2s2

ds

=
1

k2

∫ 1

0

1− (1− k2s2)√
1− s2

√
1− k2s2

ds

=
1

k2
K(k)− 1

k2
E(k).

これより (i)が従う.

(iii) (i)と同様にして

∂Π

∂k
(ν, k) =

∫ 1

0

ks2

(1 + νs2)
√
1− s2(1− k2s2)3/2

ds,

であるので,

Π(ν, k) +
k2 + ν

k

∂Π

∂k
(ν, k) =

∫ 1

0

1√
1− s2(1− k2s2)3/2

ds

=

∫ 1

0

(1− k2s2) + k2s2√
1− s2(1− k2s2)3/2

ds

= K(k) + k
dK

dk
(k)

=
1

1− k2
E(k)

が従う. ただし最後の式変形にて (i)を用いた. これより (ii)が示される.

(iv) (i)と同様にして

∂Π

∂ν
(ν, k) = −

∫ 1

0

s2

(1 + νs2)2
√
1− s2

√
1− k2s2

ds

10



より (iii)を利用して

Π(ν, k)− 1− k2

k

∂Π

∂k
(ν, k) =

∫ 1

0

√
1− s2

1 + νs2
· 1

(1− k2s2)3/2
ds

=

∫ 1

0

√
1− s2

1 + νs2
· d
ds

[
s√

1− k2s2

]
ds

=−
∫ 1

0

d

ds

[√
1− s2

1 + νs2

]
· s√

1− k2s2
ds

=

∫ 1

0

(1 + 2ν)s2 − νs4

(1 + νs2)2
√
1− s2

√
1− k2s2

ds

=− 1

ν

∫ 1

0

(1 + νs2)2 − (1 + νs2)− 2ν(ν + 1)s2

(1 + νs2)2
√
1− s2

√
1− k2s2

ds

=− 1

ν
K(k) +

1

ν
Π(ν, k)− 2(ν + 1)

∂Π

∂ν
(ν, k).

これより (iv)が従う.

同様の証明方法により不完全楕円積分に関する微分公式も導くことができる. これは結

果のみ記す.

Proposition 3.2. k ∈ (0, 1), ν ̸= 0,−1,−k2とする. このとき,

(i)
∂F

∂k
(z, k) = −F (z, k)

k
+

E(z, k)

k(1− k2)
− kz

√
1− z2

(1− k2)
√
1− k2z2

,

(ii)
∂E

∂k
(z, k) = −F (z, k)

k
+
E(z, k)

k
,

(iii)
∂Π

∂k
(z, ν, k) =

kE(z, k)

(k2 + ν)(1− k2)
− kΠ(z, ν, k)

k2 + ν
− k3z

√
1− z2

(1− k2)(k2 + ν)
√
1− k2z2

,

(iv)
∂Π

∂ν
(z, ν, k) = − F (z, k)

2ν(1 + ν)
+

E(z, k)

2(1 + ν)(k2 + ν)
+

(k2 − ν2)Π(ν, k)

2ν(1 + ν)(k2 + ν)

+
νz

√
1− z2

√
1− k2z2

2(1 + ν)(k2 + ν)(1 + νz2)
.

3.3 第1種完全楕円積分の漸近公式

ここでは完全楕円積分K(k)の→ 1における漸近公式を証明する. そのために積分変数

の変換 s = τ/
√
1 + τ 2 を行うと, Kは次のような無限区間における積分に置き換わる.

K(k) =

∫ +∞

0

1√
1 + τ 2

√
1 + (1− k2)τ 2

dτ. (3.1)

無限積分表示を用いると, 楕円積分の漸近公式を得ることが容易となる. まず次の漸近

公式を導こう.
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Proposition 3.3.

lim
k→1

(
K(k)− log

1√
1− k2

− 2 log 2
)
= 0. (3.2)

Proof. 概略を述べる. 無限積分表示 (3.1)より,

K(k) =

∫ 1/
√
1−k2

0

1√
1 + τ 2

√
1 + (1− k2)τ 2

dτ

+

∫ ∞

1/
√
1−k2

1√
1 + τ 2

√
1 + (1− k2)τ 2

dτ

=

∫ 1/
√
1−k2

0

1√
1 + τ 2

√
1 + (1− k2)τ 2

dτ

+

∫ 0

1

1√
1 + (1− k2)−1σ−2

√
1 + σ−2

· −1√
1− k2σ2

dσ (σ−1 :=
√
1− k2τ)

=

∫ 1/
√
1−k2

0

1√
1 + τ 2

√
1 + (1− k2)τ 2

dτ

+

∫ 1

0

1√
1 + (1− k2)σ2

√
1 + σ2

dσ.

(3.3)

ここで, (3.3)の第 2項については

lim
k→1

∫ 1

0

1√
1 + (1− k2)σ2

√
1 + σ2

dσ =

∫ 1

0

1√
1 + σ2

dσ

= log 2.

一方, (3.3)の第 1項について,∫ 1/
√
1−k2

0

1√
1 + τ 2

√
1 + (1− k2)τ 2

dτ

=

∫ 1/
√
1−k2

0

1√
1 + τ 2

dτ +

∫ 1/
√
1−k2

0

1√
1 + τ 2

(
1√

1 + (1− k2)τ 2
− 1

)
dτ

=
[
log(τ +

√
1 + τ 2)

]1/√1−k2

0

−
∫ 1/

√
1−k2

0

1√
1 + τ 2

(1− k2)τ 2√
1 + (1− k2)τ 2(1 +

√
1 + (1− k2)τ 2)

dτ

= log(1 +
√
2) + log

1√
1− k2

−
∫ 1

0

1√
1 + (1− k2)−1ξ2

ξ2√
1 + ξ2(1 +

√
1 + ξ2)

· 1√
1− k2

dξ (ξ =
√
1− k2σ)

= log(1 +
√
2) + log

1√
1− k2

−
∫ 1

0

1√
(1− k2) + ξ2

· ξ2√
1 + ξ2(1 +

√
1 + ξ2)

dξ (ξ =
√
1− k2τ)
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ここで, 最後の積分項において k → 1とすると,

lim
k→1

∫ 1

0

1√
(1− k2) + ξ2

· ξ2√
1 + ξ2(1 +

√
1 + ξ2)

dξ =

∫ 1

0

ξ√
1 + ξ2(1 +

√
1 + ξ2)

= − log 2 + log(1 +
√
2).

以上をまとめることにより, (3.1)が成り立つ.

3.4 第3種楕円積分と漸近公式

ここでは第 3種完全楕円積分Π(ν, k)の漸近公式について考える. 簡単のため νを実数

の範囲に限定する. このとき ν > −1であり, 各 νに対して, Πは k = 1において特異性を

持つ. 一方, 各 k ∈ (0, 1)を固定した時, ν = −1は特異点である. また, ν = −k2のとき
も Πの微分公式から何らかの特異性を有することが期待される. なお, ν = −k2のとき,

Π(−k2, k) をK, Eを用いて表すことができる. これは微分公式の証明と類似の式変形を

することでわかる.

Lemma 3.1. k ∈ (0, 1), ν > −1とするとき

lim
ν→+∞

√
1 + ν Π(ν, k) =

π

2

および

lim
ν→−1

√
1 + ν Π(ν, k) =

π

2
√
1− k2

.

Proof. 変数変換 s = τ/
√
1 + ν + τ 2より

√
1 + ν Π(ν, k) =

∫ +∞

0

1

1 + τ 2

√
1 + ν + τ 2

1 + ν + (1− k2)τ 2
dτ (3.4)

および

0 <
1

1 + τ 2

√
1 + ν + τ 2

1 + ν + (1− k2)τ 2
<

1

(1 + τ 2)
√
1− k2

for τ ∈ (0,+∞).

従って

lim
ν→+∞

√
1 + ν Π(ν, k) =

∫ +∞

0

1

1 + τ 2
dτ =

π

2

後半の主張も同様に従う.

次に (ν, k)が同時に変化する場合における漸近公式を考える. これは線形化固有値問題

の固有値の漸近公式の証明において非常に重要な役割を果たす ([30], [32]). 証明について

は [32]のAppendixに記載している.
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Lemma 3.2. k ∈ (0, 1)とする. ν = ν(k) : (0, 1) → Rを−1 < ν(k) < −k2を満たす連続
関数とし, 次を満たす ν∗ ∈ [0, 1]が存在すると仮定する:

lim
k→1

1 + ν(k)

1− k2
= ν∗.

このとき各 ν∗ ∈ [0, 1]について,

lim
k→1

√
−(1 + ν(k))(k2 + ν(k)) · Π(ν(k), k) = π

2
− tan−1

√
ν∗

1− ν∗
.

Lemma 3.3. k ∈ (0, 1)とする. J(ν, k) :=
√
1 + νΠ(ν, k)− 1√

1 + ν
K(k) とおくとき

lim
ν→+∞,k→1

J(ν, k) =
π

2
.

3.5 変形第3種楕円積分

振り子の運動方程式 (もしくは Eulerの Elastica問題)や空間 1次元Allen-Cahn方程式

などの線形化固有値問題においては, 楕円関数を用いて詳細な解析を行うことが可能であ

る. これらの問題においては, 固有値を決定条件として第 3種楕円積分からなる一種の特

性方程式を解く必要がある. これらには実は共通のバックグランドがあり, 特性関数の関

数形に一定の法則があるように思われる. これに着目し, 標準形Πに代わり変形第 3種楕

円積分を導入する ([29]). まず,

D := {(k, ν) ∈ (0, 1)×C | ν ̸∈ (−∞,−1] ∪ [−k2, 0]}

とおく. 変形第 3種楕円積分とはD上で定義される次の関数である:

M(ν, k) :=

√
(1 + ν)(k2 + ν)

ν
Π(ν, k). (3.5)

以下の命題により, 変形第 3種楕円積分は微分公式, 漸近公式共に非常に簡単な形で与

えられることがわかる.

Proposition 3.4. (k, ν) ∈ Dとする. このとき, 変形第 3種楕円積分 (3.5) について

(i)
∂M
∂k

(ν, k) =

√
(1 + ν)(k2 + ν)

ν

kE(k)

(k2 + ν)(1− k2)
,

(ii)
∂M
∂ν

(ν, k) =

√
(1 + ν)(k2 + ν)

ν

[
− K(k)

2ν(1 + ν)
+

E(k)

2(1 + ν)(k2 + ν)

]
.
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Proof. D上の関数mを

m(ν, k) :=

√
(1 + ν)(k2 + ν)

ν
. (3.6)

とおく. このときM(ν, k) = m(ν, k)Π(ν, k)であり

∂M
∂k

(ν, k) = mk(ν, k)Π(ν, k) +m(ν, k)Πk(ν, k)

= m(ν, k) ·
(
Πk(ν, k) +

mk(ν, k)

m(ν, k)
Π(ν, k)

)
,

及び
∂M
∂ν

(ν, k) = mν(ν, k)Π(ν, k) +m(ν, k)Πν(ν, k)

= m(ν, k) ·
(
Πν(ν, k) +

mν(ν, k)

m(ν, k)
Π(ν, k)

)
である. ここで対数微分法より

mk

m
=

k

k2 + ν

および
mν

m
=

1

2

(
1

1 + ν
+

1

k2 + ν
− 1

ν

)
=
ν(k2 + ν) + ν(1 + ν)− (1 + ν)(k2 + ν)

2ν(1 + ν)(k2 + ν)

=
ν2 − k2

2ν(1 + ν)(k2 + ν)
.

が従う. これを Lemma 3.1 (iii), (iv)と組み合わせることで命題が示される.

Lemma 3.1に対応する漸近公式は次のように表される.

Proposition 3.5. (k, ν) ∈ Dとする. このとき, 変形第 3種楕円積分 (3.5) について

(i) lim
ν→−1

M(ν, k) =
π

2
,

(ii) lim
ν→−k2

M(ν, k) = 0,

(iii) lim
ν→0

M(ν, k) = ∞,

(iv) lim
ν→∞

M(ν, k) =
π

2
.

さらに Lemma 3.6, 3.7に相当する漸近公式は次で与えられる.

Proposition 3.6. k ∈ (0, 1)とする. ν = ν(k) : (0, 1) → Rを−1 < ν(k) < −k2を満たす
連続関数とし, 次を満たす ν∗ ∈ [0, 1]が存在すると仮定する:

lim
k→1

1 + ν(k)

1− k2
= ν∗.
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このとき各 ν∗ ∈ [0, 1]について,

lim
k→1

M(ν(k), k) =
π

2
− tan−1

√
ν∗

1− ν∗
.

Proposition 3.7. k ∈ (0, 1)とする. J(ν, k) := M(ν, k)− 1√
1 + ν

K(k) とおくとき

lim
ν→+∞,k→1

J(ν, k) =
π

2
.

0

M

-k
2

図 1: M(ν, k) のグラフ (k = 1/
√
2).

3.6 νが複素数の場合の漸近公式

Allen-Cahn方程式の線形化固有値問題を考えるとき, 固有値の決定条件を解析する際に

Πにおいて νが複素数となる場合を考える必要がある. このとき, νが複素数を変化しな

がら (−∞,−1]に収束するとき楕円積分の特異性が現れる. [32]においては, やや愚直な方

法であるが, Πの “実標準形”

Π̃(a, b, k) :=

∫ 1

0

1√
(1− s2)(1− k2s2)

[
a+ (b− s2)2

]ds (3.7)

(a > 0, b ∈ (0, 1)) を直接解析することで必要な漸近公式を得た.

これについて, 以下の補題が成立する.

Lemma 3.4. a > 0, b, b0 ∈ (0, 1)とする. k ∈ (0, 1)のとき

lim
a→0,b→b0

√
aΠ̃(a, b, k) =

π

2
√
b0(1− b0)(1− k2b0)

.
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Lemma 3.5. a > 0, b, b0 ∈ (0, 1), k ∈ (0, 1)とする. J̃ を

J̃(a, b, k) :=
√
aΠ̃(a, b, k)−

√
a

a+ (1− b)2
K(k).

とおく. このとき

lim
a→0,b→b0,k→1

J̃(a, b, k) =
π

2
√
b0(1− b0)

.

4 線形化固有値問題の解析

本節では非線形境界値問題{
ε2uxx(x) + f(u(x)) = 0, in (0, 1),

ux(0) = ux(1) = 0,
(4.1)

及びその任意の (非定数)解に対する線形化固有値問題{
ε2φxx(x) + fu(u(x))φ(x) + µφ(x) = 0 x ∈ (0, 1),

φx(0) = φx(1) = 0.
(4.2)

について考察する. ここで ε > 0はパラメータとし, fは均衡 (balanced)双安定型非線形項,

すなわち (適当な範囲において)f の零点は 3点 u = 0, u±からなり, さらに条件 fu(0) > 0,

fu(u±) < 0, F (u+) = F (u−) を満たすものとする. ただし

F (u) :=

∫ u

0

f(s)ds

である.

筆者と四ツ谷教授による共同研究では, f(u) = sinu([30], [31])および f(u) = u−u3([32],
[33])の 2つの場合について扱われている. 計算技術的の側面からは f(u) = sin uの場合の

方がやさしいため, 本節では非線形項 f(u) = sinuとして, u = u(x; ε) を任意の非自明解

とするとき, (4.2)に対する

(i) 全ての固有関数の表現公式

(ii) 全ての固有値の ε→ 0における詳細な漸近公式

(iii) 全ての固有関数の ε→ 0における漸近形状

を明らかにすることを目的とする.

おおまかな概要について述べる. まず (i)については (4.2)から 3階の線形常微分方程式

を導かれる. その特解を用いて固有関数の表示式を構成する. このとき対応する固有値は

境界条件から得られる第 3種完全楕円積分を含むある超越方程式の一意解として与えられ

る. さらに表現公式及び固有値の特性方程式を利用することにより (ii), (iii)の結果が得ら

れる.
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表現公式は固有関数には 2種類, いくつかの特別な固有関数, 及び残りの一般の固有関

数からなることを示唆する. 特別な固有関数はスケーリングの議論を通してR1上の (4.4)

に対応するスペクトル問題と結びついており, また漸近形状などにおいて固有関数の全体

像を理解する上で重要な役割を果たす.

なお, f が双安定型ではない場合, 具体的には f(u) = −u + up (p = 2または p = 3) の

場合でも本レクチャーノートによる解析技法は有用である. これについては現在計算を続

けている最中である.

4.1 問題の背景

問題 (4.1)はスカラー反応拡散方程式
ε2ut(x, t) = ε2uxx(x, t) + f(u(x, t)), (x, t) ∈ (0, 1)× (0,+∞),

ux(0, t) = ux(1, t) = 0, t ∈ (0,+∞),

u(x, 0) = g(x), x ∈ (0, 1).

(4.3)

の定常問題であり, (4.3)のダイナミクスの研究に重要な役割を果たす. また (4.2)は定常

解 u(x)の安定性をはじめ, (4.3)の定常解近傍における局所的ダイナミクスを決定する. こ

れら一連の問題に関しては 1970年代より盛んに研究が行われており, 既に多くの研究成

果が挙げられている.

特にパターンダイナミクスの立場からは, パラメータ εが十分小さい場合に関心が持た

れる. 定常問題 (4.1)においては ε = fu(0)/(nπ) (n ∈ N) において, nモード定常解 un,εが

(4.1)の不安定定常解 u = 0 より分岐し, さらに ε → 0に伴い各 nモード解の零点近傍に

おいて遷移層が形成される. また (4.3)の非定常解 u(x, t)についても時間発展に伴い遷移

層が形成され, そのダイナミクスは遷移層の運動により特徴づけられる. 遷移層の運動は

非常に遅い時間スケールで進行し (Carr-Pego [3]), その衝突や消滅などのプロセスを経て

u(x, t)は最終的にある定常解に収束する.

より詳細については上述の文献や [30]-[33]を参照したい. このように, 反応拡散方程式

のパターン形成への応用を 1つの動機付けとして, 以下線形化問題 (4.2)の構造を詳細に

調べる.

4.2 定常解の表示式

まず初めに (4.1)の nモード解 un,εを Jacobiの楕円関数を用いて与えるところからはじ

めたい. n ∈ N, ε > 0を固定し, k ∈ (0, 1)に対する方程式

K(k) =
1

2nε
,
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を考える. ただしKは第 1種完全楕円積分である. 上の方程式が解を持つための必要十分

条件は ε ∈ (0, 1/(nπ))であり, このとき解 k = kn(ε)は一意である. さらに kn(ε)は εの減

少関数であり特に limε→0 k(ε) = 1を満たす.

このとき un,ε(0) > 0を満たす n-mode解 un,εは次で与えられる:

un,ε(x) = 2 sin−1
[
kn(ε)sn

(
2K(kn(ε))(1 + 2nx), kn(ε)

)]
, ε ∈

(
0,

1

nπ

)
.

以下では次の記号を利用する

xnℓ :=
ℓ

n
for ℓ = 0, . . . , n, and znℓ :=

2ℓ− 1

2n
for ℓ = 1, · · · , n.

znℓ は un,εの ℓ番目の零点であり, [xnℓ , x
n
ℓ+1]は un,εの半周期を与える. f が奇関数なので,

これは fu(un,ε)の 1周期に相当する. 以下の図 1に εが十分小さい場合の un,ε及び線形化

方程式のポテンシャル fu(un,ε(x))のグラフを挙げる.

−π

0

π

1

x

u3,e

z
1

z
2 z

3
x
1

x
2

−1

0

1

1

x

f  (u   )

z1 z2 z3

u 3,e

図 2: u3,ε及び fu(u3,ε)のグラフ.

Remark 4.1. これらの関数の ε→ 0における漸近形状は znℓ 近傍におけるスケーリング極

限によって特徴付けられる. すなわち各 znℓ を適当に選び,スケーリング変数 z = (x−znℓ )/ε
を導入すると, un,ε(x+ εz), 及びポテンシャル fu(un,ε(z

n
ℓ + εz))は ε→ 0で極限関数U+(z)

又は U−(z)及び fu(U±(z)) にR上で広義一様収束する, ただし{
Uzz(z) + f(U(z)) = 0 in R,

U±(−∞) = ∓π, U±(+∞) = ±π, U±(0) = 0

である (この場合はU±の具体形もわかる). 極限関数の形状に応じて un,εは遷移層を持ち,

fu(un,ε)はスパイクを持つという. 以下に現れる固有関数についても同様の用語を用いる

こととする.

4.3 固有関数の表現公式

un,εに対する線形化問題 (4.2)を再度次のように表す:{
ε2(φn

j )xx(x; ε) + fu(un,ε(x))φ
n
j (x; ε) + µn

j (ε)φ
n
j (x; ε) = 0 x ∈ (0, 1),

(φn
j )x(0; ε) = (φn

j )x(1; ε) = 0.
(4.4)
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ここで, j ∈ N∪ {0}であり, µn
j (ε)及びφn

j (x; ε)は j +1番目の固有値及び固有関数を表す

ものとする. 以下が既知の事実として知られている (Brunovský-Fiedler [1], Carr-Pego [3]

など).

• 安定性・不安定指数 : µn
0 (ε) < · · · < µn

n−1(ε) < 0 < µn
n(ε) < · · · ≤ +∞.

• 固有値の評価 : 0 < j < nならばある ε1 > 0, d > 0, C1 > 0 が存在して

|µn
j (ε)| ≤ C1e

− d
nε for ε ∈ (0, ε1),

j > nならばある ε2 > 0, C2 > 0が存在して

µn
j (ε) > C2 for ε ∈ (0, ε2).

εが十分小さい場合における固有関数のグラフ (n = 3)を下に示す.
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1
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x
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z
2

z
3

j
3

3

-1

0

1

1

x

j
1

3

z
1
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z
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図 3: 固有関数 φ3
j (j = 0, . . . , 5)のグラフ.

j = 0, nに対応する固有関数, すなわち φn
0 , φ

n
nは特別であり, 特に解表示を陽的に表す

ことができる.
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Proposition 4.1. f(u) = sin uとするとき, 次が成り立つ :

(i) µn
0 (ε) = −(1− kn(ε)

2), φn
0 (x; ε) = cos

un,ε(x)

2
= dn (K(kn(ε)(1 + 2nx), kn(ε))

(ii) µn
n(ε) = kn(ε)

2, φn
n(x; ε) = sin

un,ε(x)

2
= kn(ε)sn (K(kn(ε)(1 + 2nx), kn(ε))

φn
0 , φ

n
0 は znℓ においてそれぞれ高さ 1のスパイク, 及び±kn(ε)を結ぶ遷移層を持つ.

Remark 4.2. 特別な固有関数 φn
0 , φ

n
nは前節におけるスケーリング極限を通して極限関

数Φ0(z), ±Φ1(z)に収束する. これらの極限関数は U±に対するスペクトル問題{
Φzz(z) + fu(U±(z))Φ(z) + µΦ(z) = 0 in R,

Φ ∈ H1(R).
(4.5)

と密接な関わりを持つ. Φ0(z)は (4.5)の µ0 = 0 (= limε→0 µ
n
j (ε)) に対応する固有関数で

である. また Φ1(z)は µ1 = fu(π) = 1(= limε→0 µ
n
n(ε)) に対する (4.5)の方程式を満たす.

ただしH1(R)には含まれないので固有関数ではなく µ1は (4.5)の連続スペクトルの端点

である.

次に j ̸= 0, nとして残りの固有関数の表現公式を与える. k ∈ (0, 1)に対して,

h(u;µ, k) := k2 − sin2 u

2
− µ, (4.6)

ρ(µ, k) := µ(µ− k2)(µ− k2 + 1), (4.7)

これに対して

hn,ε(x;µ) := h
(
un,ε(x);µ, kn(ε)

)
, ρn,ε(µ) := ρ(µ, kn(ε))

とおく. un,ε(x) ∈ [−2 sin−1 kn(ε), 2 sin
−1 kn(ε)]であるから, µn

j (ε) ∈ [kn(ε)
2 − 1, 0)におい

て hn,ε(x) > 0, µn
j (ε) ∈ (kn(ε)

2,+∞)において hn,ε(x) < 0である.

さらに µ ∈ (kn(ε)
2 − 1, 0) ∪ (kn(ε)

2,+∞)のとき

θn,ε(x;µ) :=
1

ε

∫ x

0

√
ρn,ε(µ)

|hn,ε(ξ, µ)|
dξ

とおく. un,εの持つ周期性から, hn,ε, θn,εはいくつかの対称性を持つ. 特に

θn,ε(ℓ/(2n);µ) = 2ℓA(µ; kn(ε)), ℓ = 0, . . . , 2n,

A(µ, k) =

∫ 2 sin−1 k

0

√
ρ(µ, k)

2
√
k2 − sin2 u

2
|h(u;µ, k)|

du

=

√
µ(µ− k2 + 1)

µ− k2
Π

(
k2

µ− k2
, k

) (4.8)
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を得ることができる.
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図 4: θn,ε(x;µ)のグラフ (n = 3): (θ-1) kn(ε)
2 − 1 < µ < 0, (θ-2) µ > kn(ε)

2.

0 1k
2

k  -1
2

p/2

m

A(m,k)

図 5: A(µ, k)のグラフ (k = 3/
√
10).

関数Aは特性関数に相当する. これに関しては次の補題が成立する.

Lemma 4.1. p ∈ (0,+∞) \ {π/2}とする. このとき次を満たす µ( · ; p) : [0, 1) → Rが一

意に存在する:

A(µ(k; p); k) = p, for all k ∈ (0, 1).

さらに 0 < p < π/2ならば, µ(k; p) ∈ (−(1 − k2), 0) limk→1 µ(k; p) = 0, p > π/2ならば,

µ(k; p) ∈ (k2,+∞), limk→1 µ(k; p) = 1が成り立つ.

以上を用いることにより一般の固有関数は次の公式により与えられる.

Proposition 4.2. j ̸= 0, nとする. このとき µn
j (ε) = µ(kn(ε); jπ/(2n)),

φn
j (x; ε) =

√
|hn,ε(x, µn

j (ε))| cos
(
θn,ε(x;µ

n
j (ε))

)
.
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4.4 表現公式の証明のアウトライン

Propostition 4.2から関数 h及び ρ, Aの 3つの量が一般の固有関数の表示式において本

質的な役割を果たすことがわかる. 実は特別な固有関数に関しても hを用いて表すことが

可能である. 結論を荒っぽく述べると (表現公式を持つ場合には)

• 特別な固有関数 : φ(x) = ±
√

|h(u(x);µ)| (ρ(µ) = 0 の場合)

• 一般の固有関数 : φ(x) =
√

|h(u(x);µ)| cos

(
1

ε

∫ x

0

√
ρ(µ)

|h(u(ξ))|

)
(ρ(µ) > 0の場合)

である. 実際に f(u) = sinuの場合, Proposition 4.1及び (4.6), (4.7) を観察すれば

φn
0 (x; ε) =

√
hn,ε(x;µn

0 (ε)), φn
n(x; ε) = (−1)[2nx]

√
hn,ε(x;µn

n(ε))

が確認できるであろう.

以下一般の場合に表現公式が適当な hと ρを見つけること, 及びAの解析に帰着される

ことを示す. ただし f ∈ C2とする. 線形化固有値問題 (4.2)に対応する初期値問題{
ε2φxx(x) + fu(u(x))φ(x) + µφ(x) = 0, in (0, 1),

φ(0) = 1, φx(0) = 0,
(4.9)

(ε, u(x))を (4.1)の非自明解とする. 以下次の記号を用いることにする:

α := u(0), αM := max0≤x≤1 u(x), αm := min0≤x≤1 u(x).

このとき f(α) ̸= 0, α ∈ {αm, αM}であり u(x)は

ε2

2
(ux(x))

2 + F (u(x)) = F (α) x ∈ [0.1] (4.10)

を満たすことに注意する.

いま線形化方程式 ((4.9)の第 1式)を満たす任意の 2解 ϕ1, ϕ2に対してその積 w(x) =

ϕ1(x)ϕ2(x) を考えると, これは常に次の 3階の方程式を満たす (Appellの補題):

ε2wxxx(x) + 4(fu(u(x)) + µ)wx(x) + 2fuu(u(x))ux(x)w(x) = 0. (4.11)

この 3階方程式 (4.11)に対してw(x) = h(u(x))と表せる解の存在を仮定すると, (4.10)に

より uの関数 hは

2(F (α)− F (u))huuu − 3f(u)huu + (3fu(u) + 4µ)hu + 2fuu(u)h = 0, (4.12)

及び (4.12)に h(u)を掛けてから積分して得られる 2階非線形同次方程式(
F (α)− F (u)

)(
2huuh− h2u

)
− f(u)huh+ 2(fu(u) + µ)h2 = 2ρ(µ) (4.13)

を満たす. ただし u ∈ (αm, αM),

ρ(µ) :=
h(α;µ)

2

[
− f(α)hu(α;µ)h(α;µ) + 2(fu(α) + µ)h(α;µ)

]
(4.14)
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である.

3階方程式 (4.12)を表現方程式 (representation equation)と呼ぶ. この方程式は εやu(x)

の情報を陽に含まず, f , αのみにより定まる. 一方 (4.12)は u = αm, αM において退化

しており, 全ての解が境界 u = αm, αM まで込めて正則であることは期待できない. 境界

u = αm, αM までこめて正則な解が存在するとき hを特解と呼ぶ. 特解 hを与えたときに

ρ(µ)が hの αにおける情報から定まる. なお (4.13)はいわゆる hに関する保存則を与え

ている.

このとき以下の命題が成り立つ.

Proposition 4.3. φ(x)を (4.9)の解とする. 表現方程式 (4.12)が h(α) ̸= 0なる特解を持

つと仮定するとき, 次の (i), (ii)が成り立つ:

(i) ρ(µ) = 0ならば φ(x) =

√
h(u(x))

h(α)
が (4.9)の局所解として定まる.

(ii) ρ(µ) > 0ならば

φ(x) =

√
h(u(x))

h(α)
cos

(
1

ε

∫ x

0

√
ρ(µ)

h(u(ξ))
dξ

)
.

Remark 4.3. (4.13)により, ρ(µ) > 0ならば h(u) > 0, ρ(µ) = 0ならば h(u) ≥ 0として

一般性を失わない.

上のProposition 4.3及び境界条件φx(1) = 0を考察することにより固有関数の表現公式

が得られる. (i)については適当に局所解を拡張すれば, 特に un,ε自体が境界条件 (un,ε)x(1)

を満たすので±
√

|h(u(x))|の形で特別な固有関数が得られる. 一般の固有関数について

は, uを特に nモード解とするとき

A(µ) :=
1

2nε

∫ 1

0

√
ρ(µ)

h(u(ξ))
dξ =

1

2

∫ αM

αm

√
ρ(µ)√

2(F (α)− F (s))h(s;µ)
ds.

とおくことにより次の命題が得られる.

Proposition 4.4. u(x)を (4.1)の nモード解とし, Proposition 4.3 (ii)が成立すると仮定

する. このとき µが超越方程式

A(µ) =
jπ

2n

の解ならば φは (4.2)の (j + 1)番目の固有関数である.

以上より f(u) = sin uの場合を考える. このとき表現方程式 αの代わりに kを用いて表

すと

4
(
k2 − sin2 u

2

)
huuu − 3 sin u huu + (3 cosu+ 4µ)hu − 2 sin u h = 0,

ただし u ∈ (−2 sin−1 k, 2 sin−1 k)となり, 特解 h及び ρ, Aは第 2節の (4.6)-(4.8)により与

えられることがわかる. 従って Proposition 4.3 ,4.4, 及び超越方程式の解の一意性を与え

る Lemma 4.1と合わせて Proposition 4.1, 4.2が示される.
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4.5 固有値の漸近公式

次に各固有値の ε→ 0における漸近公式を与える. 次の定理により固有値の漸近公式は

与えられる.

Theorem 1. n ∈ Nを固定する. このとき次の (i)-(iv)が成り立つ:

(i) µn
0 (ε) = −16 · e− 1

nε + o(e−
1
nε ) as ε→ 0.

(ii) 0 < j < nのとき µn
j (ε) = −16 cos2

jπ

2n
· e− 1

nε + o(e−
1
nε ) as ε→ 0.

(iii) µn
n(ε) = 1− 16 e−

1
nε + o(e−

1
nε ) as ε→ 0.

(iv) j > nのとき µn
j = 1 + (j − n)2π2ε2 + o(ε2) as ε→ 0.

Theorem 1 より,固有値 µn
j の ε → 0における極限値は 0 ≤ j < n又は j ≥ nのいずれ

かによってのみ定まるが, 漸近挙動の詳細においては jに依存することがわかる.

4.6 固有関数の漸近公式

最後に固有関数の漸近公式を与える. f(u) = sin uの場合においては, 次が成立するこ

とが予想される:

• 0 < j < nならば, φn
j (x; ε) ∼ φn

0 (x; ε) cos jπz
n
ℓ in (xnℓ−1, x

n
ℓ ), ℓ = 1, . . . , n.

• j > nならば, φn
j (x; ε) ∼ φn

n(x; ε) cos(j − n)πx.

この予想は以下のTheorem 2-5によって正当化及び厳密化される.

Theorem 2 (0 < j < nの場合). n ∈ N, 0 < j < nを固定し, φn
0 , φ

n
j は正規化条件

lim
ε→0

φn
j (0; ε)

φn
0 (0; ε)

= cos
jπ

2n
.

を満たすとする. このとき 0 < δ < 1/(4n)を満たす δ, ℓ = 1, . . . , nに対して

lim
ε→0

φn
j (x; ε)

φn
0 (x; ε)

= cos jπznℓ uniformly in [xnℓ−1 + δ, xnℓ − δ]

が成り立つ. さらに ℓ = 1 (resp. ℓ = n)のときは上の一様収束は [0, xn1 − δ] (resp.

[xnℓ−1 + δ, 1])において成立する.

Theorem 3 (0 < j < nの場合, スケーリング極限). Theorem 2の仮定の下で, 各 ℓ =

1, · · · , n− 1に対して

lim
ε→0

φn
j (x

n
ℓ + εz; ε)

φn
0 (x

n
ℓ + εz; ε)

=
cos znℓ+1 + cos znℓ

2
+

cos znℓ+1 − cos znℓ
2

tanh z

がR上広義一様収束の意味で成立する.
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図 6: φ3
2/φ

3
0のグラフ.

Theorem 4 (j > nの場合). n ∈ N, j > nを固定し, φn
n, φ

n
j は次の正規化条件を満たす

と仮定する:

lim
ε→0

φn
j (0; ε)

φn
n(0; ε)

= 1.

このとき 0 < δ < 1/(4n)を満たす δについて

lim
ε→0

φn
j (x; ε)

φn
n(x; ε)

= cos(j − n)πx, uniformly in [0, 1] \
n∪

ℓ=1

(znℓ − δ, znℓ + δ).

Theorem 5 (j > nの場合, スケーリング極限). Theorem 4の仮定の下で, 各 ℓ = 1 · · · , n
に対して

lim
ε→0

|φn
j (z

n
ℓ + εz; ε)− φn

n(z
n
ℓ + εz; ε) · cos(j − n)πznℓ | = 0

がR上広義一様収束の意味で成り立つ.

4.7 漸近公式のアウトライン

固有値・固有関数の漸近公式の証明については [30], [31]に詳しく述べられている. ここ

ではTheorem 1-5の証明のアウトラインについて, ポイントだけ述べる.

固有値の漸近公式については楕円積分に関する漸近公式と密接な関わりがある. Theorem

1(i), (iii)は Proposition 4.1, 及びK(k)の漸近公式

lim
k→1

(
K(k)− log

1√
1− k2

− 2 log 2
)
= 0

から直ちに従う. (ii), (iv)については µn
j (ε)を決定する超越方程式

A(µn
j (ε), kn(ε)) =

jπ

2n
, j ̸= 0, n,

すなわち第 3種楕円積分Π(ν, k)に関する漸近解析を必要とする.
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Theorem 2-5については直接計算による検証も可能であるが (楽ではない), [31]では固

有関数の商が満たす線形常微分方程式を用いて示している. j∗を 0 < j < nならば j∗ = 0,

j > nならば j∗ = nとし, ψn
j (x; ε) := φn

j (x; ε)/φ
n
j∗(x; ε)とおくと, これは次の方程式を満

たすことがわかる:

(ψn
j )xx + 2

(φn
j∗(x; ε))x

φn
j∗(x; ε)

(ψn
j )x +

µn
j (ε)− µn

j∗(ε)

ε2
ψn
j = 0. (4.15)

Theorem 2-4に関しては (4.15)における極限操作を通して証明が与えられるが, このとき

以下に関する情報が重要となる:

• 特別な固有関数 φn
0 , φ

n
nに関する漸近公式,

• 固有値の漸近公式,

• 固有関数の持つ対称性

最後の対称性に関してはいわゆる接合条件に関係する. 方程式 (4.15)においても ε→ 0に

おける特異性が残っているため, 方程式の極限操作を区間全体で行うことができない. そ

のため特異性が現れる部分を外して部分区間毎に極限関数を調べる必要が生じるが, その

際に表現公式から得られる φn
j の対称性が重要な役割を果たす.

5 Lotka-Volterra2種競争系

本節では学内紀要 [28]の内容を簡単に紹介したい. 空間 1次元の 2種 Lotka-Volterra競

争・拡散系 {
ut = d1uxx + (a1 − b1u− c1v)u,

vt = d2vxx + (a2 − b2u− c2v)v
(5.1)

ただし ai, bi, ci, di > 0 (i = 1, 2), について考える. 問題 (5.1)の定常解や進行波解, その

応用などについてさまざまな研究がなされてきた ([11]-[9], [16], [19]など).

一般に 2種競争系モデルにはある順序構造に付随する比較定理が成立し, これを用いた

解析により単独方程式といくつかの点で類似性を持つことが報告されている. 中でも拡散

係数が等しい, すなわち d1 = d2の場合は, 方程式における u, vの役割がほぼ対等である

ことから, 特に単独方程式に近い構造を持つと考えられている. 第 2節の方法による厳密

解構成もある程度は適用可能であろう. 一方で, Rodrigo-Mimuraは (5.1)の進行波解の速

度を具体的に得るために, 陽的に書き下せる進行波解を d1 = d2とは限らないいくつかの

パラメータ条件下で求めている. これに加えて定在波としていくつかの楕円関数解を構成

している.
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本節では簡単のため d1 = d2 = ε2, b, c > 0として, 同次 Neumann境界条件に対する

(5.1)の定常問題 
ε2uxx + (1− u− bv)u = 0, 0 < x < 1

ε2vxx + (1− cu− v)v = 0, 0 < x < 1

ux(0) = ux(1) = 0,

vx(0) = vx(1) = 0.

(5.2)

の楕円関数解を考察する. ただし b, cに関して強競合条件と呼ばれる場合のみ扱う:

b > 1, c > 1.

この条件の下で, (5.2)は自明な平衡解 (u, v) = (0, 0), (1, 0), (0, 1)以外に正値の共存平

衡解

(u∗, v∗) =

(
c− 1

bc− 1
,
b− 1

bc− 1

)
を持つことが知られている. 線形化安定性解析より共存解 (u∗, v∗)は不安定であり, εが小

さくなるにつれ, 非自明な定常解が分岐する. 条件 b = cの下での大域的分岐構造につい

ては, Kanon [8]により調べられており, 非自明解からの 2次分岐は起こらないことが示さ

れている. すなわちこの場合の分岐図はスカラー双安定型方程式の場合と同様となる.

ここでは天下り的に (5.2)の解が

u(x) = Φ(w(x)), v(x) = Ψ(w(x))

と書けると仮定する. ただし

w = sn
(γ
ε
x+K(k), k

)
, k ∈ (0, 1)

とおく. 定数 γ > 0, k ∈ (0, 1)は後で定めるものとする. 以下

F (w) :=
γ2

ε2
(1− w2)(1− k2w2)

とおくと, (5.2)は次のように書き表される:{
P1(w) := (F (w)Φww + 1

2
F ′(w)Φw) + (1− Φ(w)− bΨ(w))Φ(w) = 0,

P2(w) := (F (w)Ψww + 1
2
F ′(w)Ψw) + (1− cΦ(w)−Ψ(w))Ψ(w) = 0.

(5.3)

多項式の次数解析から多項式解Φ, Ψは高々2次式に取る:

Φ(w) := p0 + p1w + p2w
2,

Ψ(w) := q0 + q1w + q2w
2.

これを (5.3)に代入すると, 具体的に

P1(w) = p2 (−p2 − bq2 + 6γ4k2)w4

+ [(−2p2 − bq2 + 2γ4k2)p1 − bp2q1]w
3

+ [−(2p2 + bq2)p0 − bp2q0 − p1(p1 + bq1) + p2(1− 4γ4(1 + k2))]w2

+ [−2(p1 + bq1)p0 − bp1q0 + p1(1− γ4(1 + k2))]w

+[−p0(p0 + bq0 − 1) + 2γ4p2],

(5.4)

28



P2(w) = q2 (−cp2 − q2 + 6γ4k2)w4

+ [−cq2p1 + (−cp2 − 2q2 + 2γ4k2)q1]w
3

+ [−cq2p0 − (cp2 + 2q2)q0 − q1(cp1 + q1) + q2(1− 4γ4(1 + k2))]w2

+ [−cq1p0 − (cp1 + 2q1)q0 + q1(1− γ4(1 + k2))]w

+[−q0(cp0 + q0 − 1) + 2γ4q2]

(5.5)

となるので, P1(w) ≡ 0, P2(w) ≡ 0となるように係数比較を行うことでΦ, Ψ, ならびに γ

を得ることでwの候補が得られる. このときΦ, Ψは一般に楕円関数の母数 kをパラメー

タに含むが, 最後に wの境界条件 wx(1) = 0を加味することで kと εの関係が (通常は一

意に)定まる. これらの一連のプロセスが「うまくいった場合に」厳密解を得ることが可

能である.

結論として, b = c = 5の場合に限り全ての分岐解が上の形の楕円関数解によって与え

られることが示される (存在・一意性は [8]による). まず単調解について次の定理が成立

する.

Theorem 6. 問題 (5.2)において b = c = 5, ε ∈ (0, 2/(
√
6π))とする. このとき (5.2)の以

下の (u±1,ε(x), v
±
1,ε(x))は, 0 < x < 1上で (u+1,ε)x < 0, (v+1,ε)x > 0, ((u−1,ε)x > 0, (v−1,ε)x < 0)

を満たす正値定常解を与える:

u±1,ε(x) =
1

2
+
p0,ε ± p1,εwε(x) + p2,εwε(x)

2

5k2ε + 5 +
√
k4ε + 34k2ε + 1

,

v±1,ε(x) =
1

2
+
p0,ε ∓ p1,εwε(x) + p2,εwε(x)

2

5k2ε + 5 +
√
k4ε + 34k2ε + 1

,

ただし, kε ∈ (0, 1)は超越方程式√
5k2 + 5 +

√
k4 + 34k2 + 1K(k) =

1

ε
, k ∈ (0, 1) (5.6)

の一意解,

p0,ε = −2(1 + k2ε),

p1,ε = kε

√
17(1 + k2ε) + 5

√
k4ε + 34k2ε + 1,

p2,ε = 4k2ε ,

wε(x) = sn

(
2K(kε)

(
x+

1

2

)
, kε

)
.

Theorem 1より従う次の系により, (u∗, v∗)より分岐する全ての nモード定常解が楕円

関数解として書き表されることがわかる.

Corollary 1. 関数 (u±1,ε(x), v
±
1,ε(x))をTheorem 1において与えられるものものとする. 任

意の n ∈ N, ε ∈ (0, 2/(
√
6nπ))について

(u±n,ε(x), v
±
n,ε(x)) := (u±1,nε(nx), v

±
1,nε(nx))
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とおくとき, これは εn = 2/(
√
6nπ)において (u∗, v∗)より分岐する (5.2)の分岐解の 1-パ

ラメータ族を成す. さらに, ε ∈ (2/(
√
6(m+ 1)π), 2/(

√
6mπ))を満たすとき, (5.2)の任意

の非定数定常解はちょうど 2m個存在し, (u±n,ε, v
±
n,ε) (n = 1, . . . ,m) により与えられる.

証明は省略するが, 厳密解の構成に関するいくつかの重要な注意点のみを述べて本節を

終わる.

Remark 5.1. 恒等式 P1(w) ≡ 0, P2(w) ≡ 0より導かれる代数方程式系は未知数の個数

より多いが, 非線形であるので根を得るためには b, cが特別な値の場合に限る. また, こ

れより得られた解が必ずしも正値解となる保証はない.

実際, P1, P2のw4の係数比較により p2, q2は直ちに得られる (強競合条件より一意):

p2 =
6k2γ2(b− 1)

bc− 1
, q2 =

6k2γ2(c− 1)

bc− 1
.

これをw3の係数に代入すると p1, q1に対する同次線形方程式系が得られる. このとき,

(c− 3)(b− 3) = 4 (5.7)

の場合に限り p1, q1として非自明な解が得られる. 一方 b, cが (5.7)を満たさない場合,

p1 = q1 = 0となるが, この場合は (u, v)は Fisher-KPP方程式の定常解 (正値でない)に本

質的に帰着されるため不適である. さらに低次の項の係数比較により b = cが要請される

ため, b = c = 5の場合に限って sn関数の 2次多項式の形の厳密解が得られる.

Remark 5.2. 厳密解を書き下すためには超越方程式 (5.6)の解が一意に定まることを示

す必要がある. この場合においては

K(k) :=

√
5k2 + 5 +

√
k4 + 34k2 + 1K(k)

が kについて単調増加であることから従う.

終わりに

本レクチャーノート作成に当たり, 自分のメモも兼ね,

• 解析に用いる楕円関数や楕円積分の諸性質をうまくまとめること,

• 「大域的分岐問題への応用」であるので, 例えば非局所項を含む問題への応用など

を念頭に様々な非線形境界値問題の厳密解表示を記すこと,

の 2点を目標に執筆を行ったつもりであるが, やはり筆者の実力不足により, 特に後者につ

いて予定していた新しく計算した結果等をまとめて報告する事ができなかった. 今後の修

正版での改良を目指したい. また, 楕円関数・楕円積分についての前半部分と線形化固有
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値問題の解析の繋がりについても説明が不足しており, 修正の余地を残している. こちら

についても課題が残っているが, 原著論文の方を参照して頂ければありがたいと思います.

また, 現バージョンの作成についても原稿作成が大幅に遅れたため, 幹事の石渡哲哉先

生, 高坂良史先生には多大なご迷惑をおかけすることになった. この場をお借りして, 本

稿提出を辛抱強くお待ちいただいた両先生に感謝とお詫びの気持ちを申し上げたいと思

います.
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