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第 1章

はじめに

このノートは，2016年 12月に神戸大学で開催された「応用数学勉強会 2016」において，ネットワーク上

の反応拡散系の示す Turingパターンや，ネットワーク結合振動子系の集団ダイナミクスについて講演させて

頂いた内容をまとめたものです．著者と共同研究者が 2008年頃から数年の間に行った研究に基づくやや古い

話題がメインとなります．このノートの内容は，それぞれの原論文 [1, 2]のほか，日本流体力学会誌の「なが

れ」[3]や，数理解析研究所の講究録 [4, 5]に収録された内容と重複します．また，ネットワーク (グラフ)の

用語に関する説明の一部は，コロナ社より刊行予定の「ネットワーク・カオス」[6]の該当部分の内容と重なり

ます．それぞれの内容に関する計算の詳細などについては原論文をご参照ください．著者は数学者ではなく物

理学者であるため，数値計算によって観察されるネットワーク上の Turingパターンや集団ダイナミクスを説

明するために，直観に基づく数学的な妥当性や一般性の示されていないラフな近似や議論を用いていますが，

それらは恐らく何らかの意味でネットワーク上の反応拡散系のダイナミクスの本質の一部を捉えられていると

思われ，そのようなテーマが数学の問題として考察される際に何らかのヒントとなれば幸いです．共同研究者

の秦重史先生 (鹿児島大学)と A. S. Mikhailov先生 (Fritz-Haber研究所)，勉強会の主催者の石渡先生と高坂

先生，コメントを下さった参加者の皆様に深く感謝いたします．
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第 2章

背景

2.1 反応拡散系とパターン形成

空間的に広がりをもつ媒質上の化学反応系などを記述する反応拡散系は，化学や生物学における各種のパ

ターン形成現象の説明に用いられてきた [7, 9, 10]．特によく知られている反応拡散系の Turingパターンは，

生物を形作る非一様な周期構造が，空間的にほぼ一様な初期状態からどのように生みだされうるのかという問

題について，数学者の Turingの晩年の論文 [11]によって考察された．Turingは，複数の仮想的な化学種 (モ

ルフォゲン)からなる反応拡散系を提案し，系自体の性質が空間的に一様であっても，化学種間の拡散速度の

違いにより，初期条件に含まれるわずかな空間的非一様性が拡大して，自発的に非一様な周期パターンの形成

に至る場合があることを示した．そのようなパターンの例を図 2.1に示す．

その後，GiererとMeinhardt [12]は，Turingパターンが安定に生じるためには非線形性が重要であること

を指摘し，実際の生物のパターンの説明に用いた．特に，「活性因子 (activator)」と「抑制因子 (inhibitor)」，

また，「短距離の活性」と「長距離の抑制」という Turingパターンを説明する際に用いられる主要な用語と概

念は，GiererとMeinhardtによるものである．これらを用いて，Turingパターンは，遅い拡散定数をもつ活

性因子の自発的な増加 (短距離活性)により，速い拡散定数をもつ抑制因子の増加 (長距離抑制)が引き起こさ

れ，その結果，それらの因子のなす空間パターンの非一様性が拡大されると説明されることが多い．*1
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図 2.1 三村-Murray モデルの Turing パターン．ランダムな揺らぎをわずかに与えたほぼ一様な初期条

件から時間発展．いずれも no-flux(Neumann)境界条件．活性因子 uのパターンのみを表示．(a) 空間 1

次元の場合．初期時刻および十分に時間が経ってほぼ緩和した後の空間パターン．(b) 空間 2次元の場合．

初期時刻からある程度時間の経った後の空間パターンの濃淡プロット．まだ完全に緩和してはいない．

*1 ただし，この典型的な解釈は，この後で扱うランダムネットワーク上の Turing不安定性の理解には向かない．
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現実の系で Turing不安定性が生じるためには，反応に関わるふたつの化学種の拡散定数が大きく異なる必

要があり，これを実験的に実現するのは長らく困難であったが，Turingの論文から 40年のち，De Kepperら

のグループにより，ゲルを用いた CIMA化学反応槽により初めて実験的に実現された [13]．特に，Ouyangと

Swinneyによる美しい縞模様やスポット模様の実験結果は Nature誌に掲載され，非常に有名になった [14]．

化学反応系におけるパターン形成実験の経緯と最近の発展については [15]などに解説がある．

また，反応拡散系に生じる Turingパターンは，生物の体表等に見られる周期的な空間パターンによく似て

いるが，生体における周期的構造が本当に Turingメカニズムによるものかどうかは，長らく議論されてきた．

特に，その物質的根拠，つまり，単に見かけ上のパターンの類似ではなく，生体内に存在する無数の化学種の

うち，どの物質が実際に活性因子や抑制因子に対応するのかという問題は，長らく未解決であった．近年の研

究で，例えば，マウスの四肢原基細胞の軟骨形成において TGFβ2 というタンパク質が活性因子の役割を果

たすことが三浦らにより示され [16]，また，マウスの規則的な間隔をもつ毛包の形成においてWNTおよび

DKKと呼ばれるタンパク質群がそれらの役割を果たすことが Sickらにより示される [17]など，分子生物学

的な根拠が明らかにされつつある．また，いかにも Turingパターンのように見える魚の体表の模様について

は，化学物質の反応と拡散によって生じるのではなく，模様を作る色素細胞が突起を伸ばして他の色素細胞と

相互作用することにより，実効的に反応拡散系の Turing不安定性に似た短距離活性と長距離抑制が実現され

ていることが明らかにされている [18]．解説としてMainiら [19]や近藤・三浦 [20]などが挙げられる．

その他，反応拡散系は，伝染病の伝搬や，空間的に広がった生態系における個体群ダイナミクスのモデルと

しても用いられる．例えば，三村とMurray [21]は，被食者と捕食者の 2種からなる被食者-捕食者系を反応

拡散モデルによって表し，一様解が不安定化して非一様な分布が生じることを示した．これは生態系の数理モ

デルにおける Turingパターンとみなせる．しかし，実際の生態系に見られる個体数密度の不均一性が Turing

のメカニズムによるものかどうかの判断は難しく，様々な議論がなされてきている．

さて，Turing パターンは主に過渡過程を経て定常な空間パターンに漸近するものを指すが，Belousov-

Zhabotinsky 反応に代表される時間的な興奮性や振動性などの動的なパターンダイナミクスを示す化学反応

は，旧ソ連の研究者になどよって古くから実験的に知られていた (Belousov 1959, Zhabotinsky 1964) [22, 23]．

BZ反応系を薄いシャーレで反応させると，標的パターンやスパイラルパターンのような振動性あるいは興奮

性の媒質に典型的な時空間パターンが観察される場合があり [24]，さらにそれが乱れて複雑化し，時空カオ

スに至る場合もある [66]．Prigogineは，Brusselatorと呼ばれる 2変数の反応拡散モデルを提案し，熱力学

的に非平衡な状態にある系の示す非自明な時空間パターン (散逸構造)について議論した [7]．また，蔵本は，

Brusselatorなどの反応拡散モデルをさらに振幅方程式や位相方程式に縮約することにより，標的パターンや

スパイラルパターン，時空カオスなどを説明した [8]．振動・興奮性の化学反応系の研究は Turingパターンの

研究と実験的にも理論的にも関係が深い．

2.2 ネットワーク (グラフ)

実世界には，友人関係やソーシャルネットワーク，インターネットや電力系統，航空路線や物流ネット

ワーク，遺伝子ネットワークや細胞内化学反応ネットワークなど，様々なネットワーク (グラフ) 構造があ

る [26, 27, 28, 29, 30, 31]．ネットワークの各ノード (グラフの各頂点)は何らかのダイナミクスをもつ要素で

あり，それらの要素がネットワークを介して互いに相互作用することにより，ネットワーク全体の集団ダイナ

ミクスが生じる．ネットワークの集団ダイナミクスは，しばしばネットワークの持つ機能と深く関わる．

実在のネットワークの数理モデルとして，ランダムなネットワークが古くから考えられてきており，数学者
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の Erdösと Rényiによる簡潔なモデルが古典的であった [32]．その後，2000年前後になって，応用数学者の

Wattsと Strogatz [26, 33]，物理学者の Barabásiと Albert [27, 34]などにより，実世界の多くのネットワー

クの普遍的にもつ重要な特徴として，「スモールワールド性」や「スケールフリー性」があることが指摘され，

そのような性質をもつネットワークを生成するシンプルなモデルが提案された (Erdös と Rényi の古典的な

ネットワークはそれらの性質を持たない)．これらの研究により，その後の爆発的な「複雑ネットワーク」分

野の研究ブームが引き起こされ，非常に多くの知見が得られた．現在では，スモールワールド性やスケールフ

リー性などの性質をもつネットワークは，実世界の基本的な構造とみなされるようになっている．図 2.2に，

Erdös-Rényiのランダムネットワークと Barabási-Albertのランダムネットワークを生成した例を示す．

(a) (b)

図 2.2 (a) Erdös-Rényi ネットワークの例．ノードのもつリンクの数にあまり大きなばらつきはない．

(b) Barabási-Albertネットワークの例．多くのリンクをもつ少数のハブ的なノードが存在する．

2.3 ネットワーク上の反応拡散系

このノートでは，ネットワーク上の反応拡散系における Turingパターンと，ネットワーク結合振動系にお

ける集団ダイナミクスについて述べる．例えば，多細胞生物が胚から発生する際の隣接した細胞間の化学物質

の交換は，各細胞をネットワークのノードと見なせば，ネットワーク上の反応拡散系としてモデル化されう

る．また，分断されて細い経路でのみ繋がった複数の森林や湖沼などの生息パッチに生物の個体群が住んでい

る場合，個々の生息パッチをノードとみなせば，やはりネットワーク上の反応拡散系としてモデル化されう

る．また，例えば低速の移動手段しか存在しなかった時代の伝染病の伝搬は連続媒質上の反応拡散系を用いて

モデル化されていたが [9]，航空路線の発達した現代の伝染病の伝搬はネットワーク上の反応拡散系としてモ

デル化する方が自然だと考えられる [35, 36]．

Turingの反応拡散モデルがそのまま一般のネットワーク上に拡張できることは，Turingの原論文からもす

ぐに予想できて，実際，数理生物学者の Othmerと Scrivenによってすでに 1971年に指摘されていた [37]．

彼らの解析自体は一般のネットワークに対するものであったが，時代背景のためか，実際に例として扱われ

たのは六角格子などの格子状ネットワーク上の Turing不安定性であった．その後，Horsthemkeらが小さな

ランダムネットワーク上の Turing 不安定性を調べ [38]，著者らは大きなスケールフリーネットワーク上の

Turingパターンを平均場近似により扱った [1]．以下，著者らの結果に基づいて，その背景と概略を述べる．
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第 3章

ネットワーク (グラフ)

3.1 用語

まずネットワーク (グラフ)の用語についてごく基本的な内容 [39, 40]を述べ，次にランダムネットワーク

について述べる．よく知られているように，ネットワークあるいはグラフは，ノードあるいは頂点 (vertex)の

集合 V と，リンクあるいは辺 (edge)の集合 E の組 (V,E)からなる．こで，ネットワークとグラフ，ノード

と頂点，リンクと辺など，同じものを表す複数の言葉が存在するが，背景分野による違いであり，それぞれ同

一視する．例えば，図 1(a)の 6つのノードからなるネットワークは，ノードを番号 1から 6で表すと，

V = {1, 2, 3, 4, 5, 6},
E = {{1, 2}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 6}, {3, 4}, {3, 5}} (3.1)

である．ふたつの数字の対はそれらのノード間のリンクを表す．

�

�

� �

� �

(a) (b)

A =

0

BBBBBB@

0 1 0 1 0 0
1 0 1 0 0 1
0 1 0 1 1 0
1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0

1

CCCCCCA

図 3.1 (a)連結した単純無向ネットワークの例．(b)隣接行列．

ネットワークは，リンクが向きを持たなければ無向 (undirected)，向きをもつ場合には有向 (directed) と

呼ばれる．また，ふたつのノード間に複数のリンク (有向の場合には同じ向きの複数のリンク)がなく，ノー

ドからそれ自身へのループもない場合，ネットワークは単純 (simple)と呼ばれる．今後，特に断らない限り，

単純無向ネットワークのみを考える．

リンクの集合で，少なくとも一度はその各リンクを通ってネットワークのふたつのノードを結ぶものを，

ネットワークの経路 (path)という．また，同一のノードを結ぶ経路のことを閉路 (cycle)という．ノード間の

経路の長さ (length)とは経路に沿ったリンクの数である．ふたつのノードを結ぶ最も長さの短い経路のこと

を最短経路 (shortest path)といい，その長さをノード間の距離 (distance)という．ネットワークは，任意の

ふたつのノード間に経路があるとき連結 (connected) と呼ばれ，そうでない場合には非連結 (disconnected)

と呼ばれる．非連結なネットワークは，複数の成分 (component)，つまり連結された部分ネットワークからな
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る．今後，特に断らない限り，連結したネットワークのみを考える．ネットワークのふたつのノード間の距離

の最大値をネットワークの直径 (diameter)という．また，すべてのノード対間の距離の平均も，ネットワー

クの大きさを特徴付けるためによく使われる．これらの数は，ネットワークのノード数が大きくても，ネット

ワークの構造によっては大変小さくなりうる．

ネットワークのふたつのノードは，それらの間にリンクがあるときに，隣接 (adjacent)していると言われ

る．ネットワークの構造 (トポロジー)は，隣接行列 (adjacency matrix)を用いて表すことができる．ネット

ワークのノードの総数を N として，ノードの集合を V = {1, 2, ..., N}と表すと，隣接行列 Aは N ×N 行列

で，その (ℓ, j)要素 Aℓj を，ノード ℓと j の間にリンクがあれば Aℓj = 1，なければ Aℓj = 0とする．単純無

向ネットワークの隣接行列 Aは対称行列で，また Aℓℓ = 0 (ℓ = 1, 2, ..., N)である．有向ネットワークの場合

には，Aは一般に非対称行列となる．図 3.1(a)のネットワークの隣接行列を図 3.1(b)に示す．

ノードのもつリンクの数は次数 (degree)と呼ばれる．隣接行列 Aを用いると，ノード ℓ (ℓ = 1, 2, ..., N)の

次数 kℓ は

kℓ =

N∑
j=1

Aℓj (3.2)

と表すことができる．また，ネットワークのリンクの総数mは

m =
1

2

N∑
ℓ=1

kℓ =
1

2

N∑
ℓ=1

N∑
j=1

Aℓj (3.3)

となる．ここで，各リンクがふたつのノードを結ぶため，次数の総和を 2で割っている．ノードひとつあたり

の平均次数 k̄ は，

k̄ =
1

N

N∑
ℓ=1

kℓ =
2m

N
(3.4)

となる．図 3.1(a)のネットワークの場合，各ノードの次数は，k1 = 2, k2 = 3, k3 = 3, k4 = 2, k5 = 1, k6 = 1

で，リンクの総数はm = 6, 平均次数は k̄ = 2である．

3.2 ネットワークのモデル

3.2.1 格子状ネットワーク，全結合ネットワーク

最近接ノード間にのみリンクのある格子状ネットワークや，全ノード間にリンクが存在する全結合ネット

ワークは，簡単なネットワークの例である．例えば，ノード数 N の 1次元格子状ネットワークの隣接行列は

Aℓj = 1 (ℓ = j ± 1), 0 (それ以外) (3.5)

という形となる (ℓ, j = 1, 2, ..., N)．また，ノード数 N の全結合ネットワークの隣接行列は

Aℓj = 1 (ℓ ̸= j), 0 (ℓ = j) (3.6)

となる (ℓ, j = 1, 2, ..., N)．これらのネットワークは，格子状に並んだ各要素が隣同士で相互作用する系や，す

べての要素間に等しく相互作用がある系のモデルとしてよく用いられる．
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3.2.2 Erdös-Rényiネットワーク

格子のような規則的構造をもたないネットワークのモデルとして，様々なランダムネットワークモデルが

考えられてきた．Erdös-Rényiのランダムネットワークはその古典的な例である [32]．以下これを「ERネッ

トワーク」と呼ぶ．このネットワークは，N 個のノードの集合を考えて，任意のふたつのノード間に確率

p (0 < p < 1)でランダムにリンクを張ることによって生成される (図 3.2)．生成されるネットワークの構造

は試行ごとに異なるが，一般に，確率 pがある臨界値 pc を超えると，ネットワークのほとんどのノードが含

まれた大きな連結成分が生じる確率が急激に上昇する [27, 30]．

ノードの総数が N なのでノード対の総数は N(N − 1)/2であり，確率 pでそれぞれのノード対にリンクが

張られるので，リンクの総数がmとなるネットワークが生成される確率 P (N,m)は，

P (N,m) = NCm pm(1− p){N(N−1)/2−m} (3.7)

となる．ここで NCm は二項係数である．それぞれのネットワークのリンクの総数mの期待値は

m =
1

2
N(N − 1)p (3.8)

となり，平均次数は

k̄ =
2m

N
= (N − 1)p (3.9)

となる．

図 3.2 Erdös-Rényiネットワークの生成例．全てのノード対に確率 pでリンクを張る．

ノード次数 k の確率分布を P (k) とする．それぞれのノード対に確率 p でリンクが張られるので，ある

ノードから，それ自身を除く N − 1 個のノードのうち，ちょうど k 個のノードにリンクが存在する確率は

pk(1－ p)N−1−k であり，また，N − 1個のノードから k個のノードを選ぶ組み合わせの数は N−1Ck なので，

次数分布 P (k)は二項分布

P (k) = N−1Ckp
k(1－ p)N−1−k (3.10)

となる．また，N が十分に大きいときに平均次数 k̄ ≈ Npを固定して p→ 0, N → ∞とすると，二項分布の
Poisson近似により，次数分布は

P (k) ≈ e−k̄ k̄
k

k!
(3.11)

となり，平均 k̄ の Poisson分布に近づく ．ERネットワークのノードの次数は平均値 k̄ を中心とするひと山

の分布に従い，k̄ から大きく離れた値をとる確率は非常に小さい．
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ERネットワークについては様々な量が計算されており，例えばノード間の平均距離 d̄は

d̄ ≈ lnN

ln k̄
(3.12)

となり，ノード総数が N のとき O(lnN)程度であること，同様に，ネットワークの直径も O(lnN)程度とな

ることが知られている．この意味で，ERネットワークは，ノード間の典型的な距離や直径が O(N1/d)程度

となる d次元格子状ネットワークに比べ，ずっと「小さい」．

3.2.3 スモールワールドネットワーク

ERネットワークは，ノード数が N のときにノード間の平均距離が lnN 程度であるという意味で，「小さ

な」ネットワークと言える．一方，Wattsと Strogatzは，実在のネットワークは，単にノード間の平均距離

やネットワークの直径が小さいだけではなく，ネットワークの「クラスター性が高い」ことが重要な特徴であ

ることを指摘した．ここで，クラスター性が高いとは，よく「友人の友人がまた友人である確率が高い」とも

表現され (これがよく「世界は小さい/世間は狭い」といわれる時の状況である) ，ネットワーク中の三角形を

なすノードの組の数が完全にランダムなネットワークの場合に比べて有意に多いことを意味する．Watts と

Strogatzは，ノード間の平均距離が小さく，かつクラスター性をもつようなネットワークを「スモールワール

ドネットワーク」と呼び，そのようなネットワークの簡単な生成モデルを提案し，また実世界のいくつかの

ネットワークが実際にこの性質をもつことを示した [26, 30, 33]．

Watts-Strogatzのモデルは，N 個のノードがリング状に並び，各ノードから近接する 2n個のノードにリ

ンクの張られた規則的な格子状のネットワークから出発して，各ノードについて，ノードから出るリンクのも

う一方の端を確率 pで別のノードにランダムに張り替えるものである．この様子を図 3.3に示す (n = 1)．

図 3.3 Watts-Strogatzネットワークの生成例．リング状の格子状ネットワークから出発して，各ノード

から出ているリンクを確率 pでランダムに張り替える．

もし確率 pが 0ならば，張り替えは生じないのでネットワークは規則的な格子状のままであり，クラスター

性は高いが，ネットワークの直径は O(N)で小さなネットワークとはならない．一方，p = 1とすると，全て

のリンクが張り替えられるので，ネットワークは完全にランダムとなり，直径は O(lnN)の小さなネットワー

クにはなるが，クラスター性も失われる．Wattsと Strogatzは，確率 pが 0から少しだけ増加して少数の張

り替えのみが生じたときに，ネットワークのクラスター性は高いまま，その平均ノード間距離が大幅に小さく

なることを示した．また，実世界のネットワークはそのような性質をもつことが重要であると主張した．彼ら

の簡潔な結果は，複雑ネットワークに関する非常に活発な研究ブームの発端となった．

Watts と Strogatz のモデルは，結合振動子系の相互作用ネットワークのモデルとして提案されたもので，

その後，非常に多くのネットワーク結合振動子系の解析が行われ，ネットワーク構造と振動子の集団同期現象

の関係が議論された．このノートでは同期現象は扱わず，Watts-Strogatzのネットワークは用いない．

8



3.2.4 スケールフリーネットワーク

複雑ネットワークの研究ブームのもうひとつの発端となった研究として，Barabásiと Albertによるスケー

ルフリーネットワークの提案がある [27, 34]．以下，彼らのモデルで生成されるネットワークを「BAネット

ワーク」と呼ぶ．彼らは，実世界のネットワークは，ERネットワークのように各ノードの次数が平均値の近

傍にほぼ分布するような平等なものではないことが多く，むしろ，次数が特徴的なスケールを持たない (ス

ケールフリーな) べき的な分布に従い，平均値から極端に離れた次数をもつノードが，二項分布や Poisson分

布などの場合に比べて有意に多くなるような「重い裾 (heavy tail)」をもつものが多いことを，実例を用いて

述べた (実際にはネットワークサイズによるカットオフがある)．また，そのようなべき的な次数分布をもつ

ネットワークを生成するモデルを提案した．

図 3.4 Barabási-Albertネットワークの生成例．少数個のノードから出発して，各ステップで新たなノー

ドを加え，既存のノードにリンクを張る．その際，既存のノードの次数に比例する確率 (kℓ/
∑

ℓ kℓ) でリ

ンクを張ることにより，すでに次数の大きなノードに優先的にリンクする．

BAモデルは成長するネットワークのモデルで，初期状態としてm0 個のノードを考え，各時刻ステップで

新しいノードを加え，既存のノードのうちm個にリンクを張ってゆく，というものである．ここで，リンクを

張る既存のノードを選ぶ際に，より次数の大きいノードを，その次数に比例する確率で優先的に選ぶ．この様

子を図 3.4に示す．この「金持ちがますます金持ちとなる」仕組みにより，次数の分布が著しく不均一なネッ

トワークが生成される．実際，N が大きい時に，BAモデルの生成するネットワークの次数分布は

P (k) ∼ k−3 (3.13)

という指数が −3のべき分布に近づくことが示されており [27, 30, 31, 34]，これは次数が二項分布に従う ER

ネットワークとは大きく異なる性質である．Barabási と Albert は，映画俳優の共演ネットワーク，World

Wide Web，電力系統などのデータについて，次数の実際に指数が −2から −4のべき分布に従うことを示し，

この性質を「スケールフリー性」と呼んだ．

図 3.5に，ノード数 N = 400，平均次数 k̄ = 20の ERネットワークと BAネットワークのノードの次数と

そのヒストグラムを示す (平均次数がほぼ k̄ = 20となるように，ERネットワークや BAネットワークを生

成する際のパラメータ pやmを設定している)．図 3.5(a)では，今後も頻繁に用いる表示法として，次数が

k1 ≥ k2 ≥ ... ≥ kN (3.14)

と大きな順に並ぶようにノードの番号をソートして，この番号に対してノードの次数をプロットしている．

ERネットワークに比べ，BAネットワークの次数の幅はずっと大きい．また，ヒストグラムの形状は全く異

なる．ERネットワークの次数分布は式 (3.13)の二項分布で与えられるため，一山のコンパクトなヒストグラ

ムが得られているのに対して，BAネットワークのヒストグラムは式 (3.13)で与えられる指数 −3のべき則に

近いものとなっている．これらのヒストグラムはノードの総数 N が増加するほど理論式に近づく．
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図 3.5 ERネットワークと BAネットワーク (N = 400, 平均次数 k̄ = 20)の次数．(a)各ノードの次数

をノード番号に対してプロット．ノード番号は次数が大きい順に並ぶように決めている．(b) 次数のヒス

トグラム．両対数プロット．

Wattsと Strogatz，および Barabásiと Albertの研究は非常に大きな注目を集め，今世紀初頭からの複雑

ネットワークの研究ブームを導いた．ここで，「複雑ネットワーク」という言葉の正確な定義ははっきりしな

いが，一般に，スモールワールド性やスケールフリー性に代表される，古典的な ERネットワークが示さない

特徴をもつネットワークが，広く複雑ネットワークと呼ばれているようである．以上述べた ER ネットワー

ク，WSネットワーク，BAネットワークは，実際のネットワークの簡単なモデルとして，ネットワーク上の

ダイナミクスを扱う様々な研究で用いられている．

3.3 ネットワーク (グラフ)ラプラシアン

ネットワーク上の拡散を表すラプラシアン行列について述べる．N 個のノードからなるネットワークの各

ノード ℓ (ℓ = 1, 2, ..., N)上に何らかの「化学種」が存在するとして，その「濃度」を実数 Xℓ で表す．ここ

で，仮に「化学種の濃度」と述べているが，Xℓ は生物の個体数や他の何らかの量でも構わず，負となっても

よい．この量がネットワークのリンクを通じて異なるノード間を拡散する状況を考える．

古典的な Fick の拡散の法則を仮定すると，化学種の拡散による流束はその濃度差に比例して生じるので，

ノード ℓに他のノードから単位時間に流入 (負の場合には流出)する化学種の量は，隣接行列 Aを用いて，

N∑
j=1

Aℓj(Xj −Xℓ) =

N∑
j=1

LℓjXj (3.15)

と表せる．なお，この節では化学種の拡散定数を単に 1とする．上式の右辺では，

Lℓj = Aℓj (ℓ ̸= j), −kℓ (ℓ = j) (ℓ, j = 1, 2, ..., N) (3.16)

と定義される N × N の行列 L を用いている．ここで kℓ =
∑N

j=1Aℓj はノード ℓ の次数であり，この L を

ネットワーク (あるいはグラフ)ラプラシアン行列と呼ぶ．なお，通常の文献 [41, 42, 43, 44]でのネットワー

クラプラシアン行列 L̃の定義は，上式とは異なり，前に負符号をつけて

L̃ℓj = −Aℓj (ℓ ̸= j), kℓ (ℓ = j) (ℓ, j = 1, 2, ..., N) (3.17)
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とされるが，このノートでは式 (3.16)の定義を用いる．ネットワークラプラシアン行列は，ネットワーク上

の拡散やランダムウォークを考える上で基本となる行列であり，またネットワークのクラスタリングや画像処

理など様々に応用される．

例えば，1次元格子ネットワークの場合，式 (3.5)より，両端 ℓ = 1, N を除いて

N∑
j=1

LℓjXj = Xℓ−1 − 2Xℓ +Xℓ+1 (3.18)

となり，これは 1次元連続媒質における通常のラプラシアン∇2X を格子幅を 1として離散化した形とみるこ

とができる．また，全結合ネットワークについては，式 (3.6)より

N∑
j=1

LℓjXj = N{⟨X⟩ −Xℓ}, ⟨X⟩ = 1

N

N∑
j=1

Xj (3.19)

と表すことができる．ここで，⟨X⟩ は Xℓ の全ノードにわたる平均であり，ネットワーク上の平均濃度と各

ノードの濃度の差に応じて，化学種が各ノードに流出入する場合に対応する．このような全結合ラプラシアン

で結合した結合力学系は，しばしば大域結合系あるいは平均場結合系と呼ばれる．

ラプラシアン行列 Lの固有値と固有ベクトルは，ネットワーク反応拡散系の線形安定性解析の際に重要と

なる．このノートで扱う単純無向ネットワークでは，Lは N ×N の実対称行列なので，N 個の実固有値と対

応する独立な実固有ベクトルをもつ．これらを

Λ[α], ϕ[α] = (ϕ
[α]
1 , ..., ϕ

[α]
N )T (3.20)

と表す (T はベクトルの転置)．ここで α (α = 1, 2, ..., N)は固有値と固有ベクトルのインデックスで，これも

固有値が大きい順

Λ(1) ≥ Λ(2) ≥ · · · ≥ Λ(N) (3.21)

に並ぶように決める．固有値方程式 Lϕ[α] = Λϕ[α] は，成分で表示すると

N∑
j=1

Lℓjϕ
[α]
j = Λ[α]ϕ

[α]
ℓ (ℓ = 1, ..., N) (3.22)

となる．Lが実対称行列なので固有ベクトルは

ϕ[α] · ϕ[β] =

N∑
ℓ=1

ϕ
[α]
ℓ ϕ

[β]
ℓ = δα,β (α, β = 1, 2, ..., N) (3.23)

を満たすように正規直交化できる．ここで δα,β は Kroneckerのデルタである．

Lの重要な性質として，固有値の少なくともひとつは 0である．これは，Lの定義より

N∑
j=1

Lℓj =

N∑
j=1

(Aℓj − kℓδℓj) = kℓ − kℓ = 0 (3.24)

であることから，ネットワーク上の一様なベクトル

ϕ(1) =
1√
N

(1, 1, ..., 1)T (3.25)
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は常に
∑N

j=1 Lℓjϕ
(1)
j = 0を満たすからである (1/

√
N は規格化定数)．また，Lは x = (x1, ..., xN )T を任意

の実ベクトルとして

xTLx =

N∑
ℓ=1

N∑
j=1

xℓLℓjxj = −1

2

N∑
ℓ=1

N∑
j=1

Lℓj(xℓ − xj)
2 = −1

2

N∑
ℓ=1

N∑
j=1

Aℓj(xℓ − xj)
2 ≤ 0 (3.26)

が成立する．ここで，
∑N

ℓ=1 Lℓj =
∑N

j=1 Lℓj = 0と，Lの行列要素が ℓ ̸= j なら Lℓj = Aℓj ≥ 0であること

を使った．よって，固有値はすべて 0以下となる．

0 = Λ(1) ≥ Λ(2) ≥ · · · ≥ Λ(N) (3.27)

なお，通常のラプラシアン行列 L̃の定義では，固有値はすべて 0以上となる．

連結したネットワークでは，0 となる固有値はネットワーク上の一様ベクトル ϕ(1) に対応するひとつし

か存在しない．もし他にも固有値 0 に対応する非一様なベクトル ψ が存在したとすると，式 (3.26) より

−2ψTLψ =
∑N

ℓ=1

∑N
j=1Aℓj(ψℓ − ψj)

2 = 0 だが，ノード ℓ と j の間にリンクがあれば Aℓj = 1 なので

ψℓ = ψj でなくてはならず，ネットワークが連結ならば結局 ψ の各成分はすべて等しくなって，ϕ(1) と独立

にならないからである．ネットワークが非連結で複数の連結成分に分かれている場合は，ノード番号を連結成

分ごとに並び替えれば Lはブロック対角行列となり，その各ブロックに対応する連結ネットワークはそれぞ

れ 0固有値をひとつもつため，Lの 0固有値の数はネットワークの連結成分の数と等しくなる．

ラプラシアン固有値の総和を取ると，

N∑
α=1

Λ[α] = Tr L =

N∑
ℓ=1

Lℓℓ = −
N∑
ℓ=1

kℓ (3.28)

となり，次数の総和のマイナスとなる．よって，固有値と次数に負符号をつけたものは，大体同程度の範囲

の値をとる．ラプラシアン固有値については，他にも様々な性質が知られている [41, 42, 44]．格子状ネット

ワークや全結合ネットワークなど，いくつかの限られたネットワークについては，その固有値と固有ベクトル

を解析的に求めることができる．一方，ランダムネットワークの固有値や固有ベクトルは，数値的に求める必

要がある．

図 3.6に，ノード総数 N = 400，平均次数 k̄ = 20の ERネットワークと BAネットワークのラプラシア

ン固有値とそのヒストグラムを示す．いずれのネットワークも連結なので固有値 0 はひとつだけである．次

数の取りうる幅を反映して，固有値の取りうる幅も BAネットワークの方が ERネットワークよりも大きい．

また，その分布も ERと BAでは大きく異なり，ERではコンパクトな分布，BAでは大きく広がった分布と

なっており，図 3.5の次数分布の形状に通じるものとなっている．

図 3.7には，図 3.6と同じ ERネットワークと BAネットワークのラプラシアン固有ベクトルの例を示す．

全部で 400個あるベクトルのうちのいくつかを示している．前と同様に，各グラフの横軸は，次数が大きい順

に並ぶようにソートされたノード番号である．この表示を用いると，ランダムなネットワーク上のパターン

(ランダムな固有ベクトルの成分)が，ある種の特徴をもっていることがわかる．つまり，固有ベクトルの成分

の揺らぎの大きなところは，固有値のインデックスに応じて，ある程度まとまった領域に存在している．つま

り，固有ベクトルの成分は次数に対してある種の局在性を持ち，局在する次数と固有値の間には明確に相関が

ある．特に BAネットワークではこの性質が顕著である．このことについては 7章で触れる．
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図 3.6 (a) ER ネットワークと BA ネットワーク (N = 400, 平均次数 k̄ = 20) のラプラシアン固有値．

(b) それぞれのネットワークのラプラシアン固有値のヒストグラム．
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図 3.7 ERネットワークと BAネットワーク (N = 400, 平均次数 k̄ = 20)のラプラシアン固有ベクトル

の例．各グラフの左側の数字が固有ベクトルのインデックス αを示す．

3.4 ネットワーク上の拡散方程式

ネットワーク上の単純な拡散過程を考えよう．N 個のノードからなるネットワークを考え，時刻 tにおける

各ノード上の化学種の濃度を Xℓ(t) (ℓ = 1, 2, ..., N)とする．拡散定数を D > 0とすると (前節では単に 1と

していた)，ノード ℓに単位時間あたり D
∑N

j=1 LℓjXj の化学種が流入し，これが Xℓ の時間変化率に等しい

ので，ネットワーク上の拡散方程式は

d

dt
Xℓ(t) = D

N∑
j=1

LℓjXj(t) (3.29)

となる．拡散過程なので，ネットワーク上の化学種の総量
∑N

ℓ=1Xℓ は保存する．実際，

d

dt

(
N∑
ℓ=1

Xℓ(t)

)
= D

N∑
ℓ=1

N∑
j=1

LℓjXj(t) = D

N∑
j=1

Xj(t)

(
N∑
ℓ=1

Lℓj

)
= 0 (3.30)
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が成立する．ここで
∑N

ℓ=1 Lℓj = 0を用いた．なお，このノートでは，ネットワーク外との化学種の流出入は

考えない．よって，ネットワークと外部の「境界」はない．

拡散方程式 (3.29)の解を求めよう．ラプラシアン固有ベクトル ϕ[α] (α = 1, 2, ..., N)を用いてネットワー

クの各ノード上の化学種の濃度を

Xℓ(t) =

N∑
α=1

qα(t)ϕ
[α]
ℓ (3.31)

と展開する．ここで qα(t) (α = 1, 2, ..., N)は展開係数である．式 (3.29)に代入すると，各 ℓについて

d

dt
Xℓ(t) =

N∑
α=1

ϕ
[α]
ℓ

d

dt
qα(t) = D

N∑
α=1

qα(t)

N∑
j=1

Lℓjϕ
[α]
ℓ = D

N∑
α=1

Λ[α]qα(t)ϕ
[α]
ℓ (3.32)

となる．ラプラシアン固有ベクトルの正規直交性 (3.23)より，展開係数 qα (α = 1, ..., N)はそれぞれ

d

dt
qα(t) = DΛ[α]qα(t) (3.33)

に従い，その解は qα(t) = qα(0) exp(DΛ[α]t)となる．初期時刻 t = 0での展開係数

qα(0) =

N∑
j=1

ϕ
[α]
j Xℓ(0) (3.34)

は化学種の濃度の初期条件 Xℓ(0)で決まる．よって，拡散方程式 (3.29)の解は

Xℓ(t) =

N∑
α=1

qα(0) exp(DΛ[α]t)ϕ
[α]
ℓ (3.35)

と表せる．

式 (3.27) より，0 となる固有値は Λ(1) = 0 のみで，他の固有値 Λ[α] は全て負なので，それらに対応する

固有ベクトルの形状をもつネットワーク上のパターン (固有モード)は tとともに指数関数的に減衰し，系は

α = 1の固有モードである一様状態に漸近する．

lim
t→∞

Xℓ(t) = c1(0)ϕ
[α]
ℓ =

1

N

N∑
ℓ=1

Xℓ(0) (3.36)

よって，ネットワーク上の化学種は最終的にはすべてのノードに均等に行き渡り，系は一様状態に至る．一様

状態に近づく速さはふたつ目以降の固有値によって決まり，長時間では，最も遅く緩和するふたつめの固有値

Λ(2) の逆数がその特徴的なタイムスケールとなる．ネットワークの構造により固有値は様々であるため，拡散

過程の一様状態への収束の速さも異なる．ネットワーク上の拡散過程は，例えばネットワーク上の意見の一致

(consensus) のモデルなどで扱われる．

14



第 4章

ネットワーク上の反応拡散系

この章では一般のネットワーク上の反応拡散系を導入し，一様解の線形安定性解析の方針について述べる．

次章以降で，ネットワーク上の一様定常解が拡散の効果で不安定化する Turing不安定性と，一様振動解が拡

散の効果で不安定化する Benjamin-Feir不安定性について述べる．

4.1 ネットワーク上の反応拡散系

N 個のノードからなるネットワークを考え，各ノード上に d種類の化学種が存在する状況を考える．各ノー

ドの状態変数が d次元の実ベクトルで表されるとして，ノード ℓ (ℓ = 1, 2, .., N)の状態変数を

Xℓ = (X
(1)
ℓ , X

(2)
ℓ , ..., X

(d)
ℓ )T (4.1)

と表す．これらの状態変数が以下のネットワーク上の反応拡散方程式に従って時間発展するとする．

d

dt
Xℓ(t) = F (Xℓ(t)) +D

N∑
j=1

LℓjXℓ(t) (4.2)

ここで，右辺第一項の F = (F (1), F (2), ..., F (d))T は各ノードの状態Xℓ の自律的な変化を表す d次元のベク

トル場で，すべてのノードについて共通とする．右辺第二項はネットワーク上の拡散を表し，Lℓj は N ×N

のラプラシアン行列で，D はXℓ の各成分の拡散定数 D(1), ..., D(d) からなる d× dの対角行列である．

D = diag(D(1), D(2), ..., D(d)) (4.3)

これらの拡散定数もすべてのリンクについて共通とする．

4.2 ネットワーク上の一様状態

孤立したノードをひとつだけ考え，その状態X のダイナミクス

d

dt
X(t) = F (X(t)) (4.4)

が解 X̄(t)をもつとしよう．ここで X̄(t)としては，安定な固定点，安定なリミットサイクル軌道，あるいは

不安定なカオス軌道などがよく考えられる．すると，全てのノードの状態がこの X̄(t)をとり，完全に揃って

運動するネットワーク上の一様状態

Xℓ(t) = X̄(t) (ℓ = 1, 2, .., .N) (4.5)
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は，ラプラシアン行列が
∑N

j=1 Lℓj = 0を満たすので，反応拡散方程式 (4.2)の解となる．例えば，X̄ が固定

点ならば，そのような一様解は全てのノードが同じ定常な状態に留まる一様定常状態に，X̄(t)がリミットサ

イクル軌道ならば全ノードの状態が同期して規則的に振動する一様振動状態に，X̄(t)がカオス軌道ならば全

ノードが同期してカオス的に運動する完全カオス同期状態に対応する．

さて，孤立したノードの式 (4.4)において軌道 X̄(t)が線形安定ならば，ノード間に拡散による相互作用が

導入された反応拡散方程式 (4.2)においても全てのノードが同じ状態 X̄(t)をとる一様解は線形安定ではない

かとナイーブには想像される．拡散の効果はノード間の状態差を小さくするように働くと思われるからであ

る．しかし，Turingが示したように，孤立したノードの軌道 X̄(t)が線形安定であっても，ノード間に化学種

の拡散がある場合，拡散の効果によってネットワーク上の一様解が逆に不安定となる可能性がある．また，こ

のノートでは触れないが，孤立したノードの軌道 X̄(t)が不安定なカオス軌道であっても，拡散の効果により

ネットワーク上の完全カオス同期解が安定となることもある [45]．

4.3 一様解の線形安定性

ネットワーク上の一様解 (4.5) の線形安定性を調べよう．一様解に微小摂動 xℓ(t) = (x
(1)
ℓ , ..., x

(d)
ℓ )T

(ℓ = 1, 2, ..., N)を与え，各ノードの状態を

Xℓ(t) = X̄(t) + xℓ(t) (4.6)

と表して式 (4.2)に代入し，xℓ(t)について線形化すると

d

dt
xℓ(t) = J(t)xℓ(t) +D

N∑
j=1

Lℓjxj(t) (4.7)

という変分方程式が得られる．ここで J(t)は F (X̄(t))の d× dのヤコビ行列で，その各要素は

J (rs)(t) =
∂F (r)(X)

∂X(s)

∣∣∣∣
X=X̄(t)

(r, s = 1, ..., d) (4.8)

で与えられる．摂動をラプラシアンの固有ベクトルを用いて展開する．

xℓ(t) =

N∑
α=1

cα(t)ϕ
[α]
ℓ (4.9)

ここで，

cα = (q(1)α , ..., q(d)α )T (α = 1, 2, ..., N) (4.10)

は展開係数である．これを変分方程式 (4.7)に代入すると，各 α = 1, ..., N について

N∑
α=1

dcα(t)

dt
ϕ
[α]
ℓ =

N∑
α=1

J(t)cα(t)ϕ
[α]
ℓ +D

N∑
α=1

cα(t)

N∑
j=1

Lℓjϕ
[α]
j =

N∑
α=1

{
J(t) +DΛ[α]

}
ϕ
[α]
ℓ cα(t) (4.11)

となり，ラプラシアン固有ベクトルの正規直交性を用いて，α番目 (α = 1, 2, ..., N)の展開係数の従う方程式

d

dt
cα(t) =

{
J(t) +DΛ[α]

}
cα(t) (4.12)
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が得られる．これは線形な方程式で，十分大きな tについて，その解のノルムは

∥cα(t)∥
∥cα(0)∥

≃ exp(λ[α]t) (4.13)

のように指数関数的に振る舞うと期待される．ここで，λ[α]は式 (4.12)より決まる軌道拡大率 (最大 Lyapunov

指数)である．正となる λ[α] が存在すると，対応する固有モードは拡大するので，一様解は不安定である．

式 (4.12)より，拡大率 λ[α] はネットワークに対してそのラプラシアン固有値 Λ[α] のみを通じて依存するこ

とがわかる．そこで， 一時的に αを取り去り，一般の実数 Λ (≤ 0)について，

d

dt
c(t) = {J(t) +DΛ} c(t) (4.14)

という方程式を考え，Λの関数として

λ(Λ) = lim
t→∞

ln
∥c(t)∥
∥c(0)∥

(4.15)

を求めておくと便利である．これにより，ネットワーク上の一様解の線形安定性解析を，ノードのダイナミク

スとネットワークの構造を分離して，一般的な形で行える．つまり，λ(Λ)を事前に求めておけば，α番目の

固有モードに対する摂動が線形安定かどうかは，λ(Λ)に実際のネットワークのラプラシアン固有値 Λ[α] を代

入するだけで判定できる．

なお，関数 λ(Λ)は Pecoraと Carrollによるネットワークを介して拡散結合したカオス振動子系の同期現象

の解析においてMaster Stability Function(MSF)と呼ばれ，非常に有名になった [45]．MSFはネットワー

ク上の完全カオス同期解の線形安定性解析に幅広く用いられ，どのようなネットワークであれば同期解がもっ

とも広い結合強度の範囲で線形安定か，というような問題が盛んに議論されたが，このノートでは触れない．

17



第 5章

ネットワーク反応拡散系の Turingパターン

5.1 Turing不安定性

Turingは 1952年の論文 [11]で，仮想的な化学種「モルフォゲン」をもつ「細胞」からなる反応拡散系を考

え，各細胞の性質が空間的に一様であっても，初期条件のわずかな非一様性が拡大して自発的な周期パターン

の生成に至ること示した．ここで「細胞」はそれぞれ 2種の化学種の濃度を表す実変数 X と Y をもち，

dX

dt
= f(X,Y ),

dY

dt
= g(X,Y ) (5.1)

で表されるダイナミクスに従う．右辺の f と g はそれぞれの細胞における X と Y の変化率を表し，

f(X̄, Ȳ ) = 0, G(X̄, Ȳ ) = 0を満たす線形安定な固定点 (X̄, Ȳ )をもつとする．Turingは，N 個のそのよう

な細胞 (ノード)が周期境界条件を満たしてリング状に並び，隣りあう細胞と互いに拡散によって化学種をや

りとりするとして，

dXℓ

dt
= f(Xℓ, Yℓ) +DX(Xℓ+1 − 2Xℓ +Xℓ−1)

dYℓ
dt

= g(Xℓ, Yℓ) +DY (Yℓ+1 − 2Yℓ + Yℓ−1) (5.2)

という形の 2N 次元の常微分方程式に従う 1次元格子状ネットワーク上の反応拡散系を考えた*1．ここで，Xℓ

と Yℓ (ℓ = 1, 2, ..., N)は ℓ番目の細胞の状態変数で，右辺第二項はそれぞれの化学種の両隣のノードとの間の

拡散を表す．また，DX , DY は化学種X と Y の拡散定数であり，一般に異なる値をとる．細胞のダイナミク

スを表す f と g 自体はどのノードにおいても共通であり，特別な性質をもつノードはないとする．

リング上の一様状態 (Xℓ, Yℓ) = (X̄, Ȳ ) (ℓ = 1, 2, ..., N)は拡散結合系 (5.2)の定常解だが，線形安定とは限

らない．Turingは系 (5.2)を線形化した系を考え，状態変数を Fourier級数展開してそれぞれの固有モードの

成長率を求め，一様状態にどのようなタイプの不安定性が生じうるかを議論した．Turingの論文に分類され

ている不安定性のタイプは (a) Stationary case with extreme long wave-length，(b) Oscillatory case with

extreme long wave-length，(c) Stationary waves of extreme short wave-length，(d) Stationary waves of

finite wave-length，(e) Oscillatory case with a finite wave-length の 5つである．これらのうち，(a),(b)の

extreme long wave-lengthというのは，リング上で (Xℓ, Yℓ)が全ての ℓについて等しく一様な場合で，一様

な定常パターンと一様な振動パターンに対応する．(c)の extreme short wave-lengthとは，許されるもっと

*1 4 章の表記法ではXℓ = (Xℓ, Yℓ)
T , F = (f, g)T , D = diag(DX , DY ) で，ラプラシアン行列 L が式 (3.18) の場合となるが，

2つの変数を別々に書く．
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も短い波長のギザギザのパターン (隣り合うノードは異なる状態をとり，ひとつおきに同じ状態をとる)が生

じる場合で，(d)がよく知られた有限の波長をもつ Turing不安定性に対応する．(e)は化学種が 3つ以上ある

場合に生じ，有限の波長をもつパターンがさらに時間的に振動することにより波が生じる．

Turing の安定性解析を，4 章の方針で，一般のネットワーク上の 2 変数系について行おう．N 個のノー

ドからなる一般のネットワーク上の 2 変数反応拡散系を考える．各ノード上の化学種の濃度を Xℓ, Yℓ

(ℓ = 1, 2, ..., N)とすると，ネットワークのラプラシアン行列を Lℓj として，系は

dXℓ

dt
= f(Xℓ, Yℓ) +DX

N∑
j=1

LℓjXj

dYℓ
dt

= g(Xℓ, Yℓ) +DY

N∑
j=1

LℓjYj (5.3)

に従う．全てのノードの状態が (X̄, Ȳ ) をとるネットワーク上の一様定常状態 (Xℓ, Yℓ) = (X̄, Ȳ ) (ℓ =

1, 2, ..., N)は，
∑N

j=1 Lℓj = 0なので反応拡散方程式 (5.3)の解である．

この一様定常解の安定性を調べるため，各ノード ℓ (ℓ = 1, 2, ..., N)の変数に微小摂動 (xℓ, yℓ)を

(Xℓ, Yℓ) = (X̄, Ȳ ) + (xℓ, yℓ) (5.4)

と与え，式 (5.3)に代入して xℓ, yℓ について線形化すると，変分方程式

dxℓ
dt

= fXxℓ + fY yℓ +DX

N∑
j=1

Lℓjxℓ

dyℓ
dt

= gXxℓ + gY yℓ +DY

N∑
j=1

Lℓjyℓ (5.5)

が得られる．ここで，fX , fY , gX , gY は，f , g の (X,Y ) = (X̄, Ȳ )における偏微分係数

fX =
∂f

∂X

∣∣∣∣
(X,Y )=(X̄,Ȳ )

, fY =
∂f

∂Y

∣∣∣∣
(X,Y )=(X̄,Ȳ )

,

gX =
∂g

∂X

∣∣∣∣
(X,Y )=(X̄,Ȳ )

, gY =
∂g

∂Y

∣∣∣∣
(X,Y )=(X̄,Ȳ )

(5.6)

である．

式 (5.5)で DX = 0, DY = 0とすると孤立したノード (5.1)の変分方程式

dx

dt
= fXx+ fY y

dy

dt
= gXx+ gY y (5.7)

が得られるが (どのノードについても同じなので ℓを省いた)，ノードが孤立している場合，固定点 (X̄, Ȳ )は

線形安定なので，この方程式の解は指数関数的に原点に減衰しなくてはならない．つまり原点の固有値

λ± =
1

2

[
fX + gY ±

√
4fY gX + (fX − gY )2

]
(5.8)

のいずれの実部も負でなくてはならない．この条件は

fXgY − fY gX > 0, fX + gY < 0 (5.9)
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とも表せる [26]．

式 (5.5)の安定性を調べるために，摂動 xℓ, yℓ をラプラシアン固有ベクトルを用いて

xℓ(t) =

N∑
α=1

qα(t)ϕ
[α]
ℓ , yℓ(t) =

N∑
α=1

pα(t)ϕ
[α]
ℓ , (5.10)

と展開する．ここで qα(t), pα(t)は展開係数である．これを式 (5.5)に代入すると∑
α

dqα
dt

ϕ
[α]
ℓ =

∑
α

(fXqα + fypα)ϕ
[α]
ℓ +DX

∑
α

qα
∑
j

Lℓjϕ
[α]
j

=
∑
α

(
fXqα + fypα +DXΛ[α]qα

)
ϕ
[α]
ℓ∑

α

dpα
dt

ϕ
[α]
ℓ =

∑
α

(gXqα + gypα)ϕ
[α]
ℓ +DY

∑
α

pα
∑
j

Lℓjϕ
[α]
j

=
∑
α

(
gXqα + gypα +DY Λ

[α]pα

)
ϕ
[α]
ℓ (5.11)

となり，ラプラシアン固有ベクトルの正規直交性を用いて，α = 1, ..., N の各展開係数は

dqα
dt

= (fX +DXΛ[α])qα + fypα

dpα
dt

= gXqα + (gY +DY Λ
[α])pα (5.12)

に従うことがわかる．

上式の Λ[α] はネットワーク毎に異なるラプラシアン固有値だが ，前章で述べたように，しばらくインデッ

クス αを取り，Λを 0以下の実数として

d

dt

(
q
p

)
=

(
fX +DXΛ fY

gX gY +DY Λ

)(
q
p

)
(5.13)

について考える．これは式 (5.7)とよく似た形で，係数のうちふたつがラプラシアン固有値によって変化した

ものとなっている．成長率 λの指数関数的な解(
q(t)
p(t)

)
=

(
q(0)
p(0)

)
exp(λt) (5.14)

を仮定して代入すると，成長率 λは特性方程式

det

(
fX +DXΛ− λ fY

gX gY +DY Λ− λ

)
= [fX +DXΛ− λ][gY +DY Λ− λ]− fY gX = 0 (5.15)

を満たす必要があり，Λの関数として

λ±(Λ) =
1

2

[
fX + gY + (DX +DY )Λ±

√
4fY gX + {fX − gY + (DX −DY )Λ}2

]
(5.16)

と表される．実際の α番目の固有モードに与えられた微小な摂動の成長率は λ±(Λ
[α])で与えられ，いずれか

の実部が正となると，対応する摂動は線形不安定である．格子状のネットワークの場合について Turingが示

したように，孤立したノードの固定点の線形安定性条件 (5.9)が満たされていても，ふたつの化学種の拡散定

数 DX , DY の値により，λ(Λ[α]) の実部は正となることがある．つまり，一般のネットワーク反応拡散系で

も，ネットワーク上の一様定常状態は，拡散の効果によって Turing不安定性を示す可能性がある．
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5.2 スケールフリーネットワーク上の Turing不安定性

BA ネットワーク上の反応拡散系について Turing 不安定性を調べよう．具体的なモデルとして，三村と

Murrayによって被食者-捕食者系のモデルとして提案されたものを用いる [21]．以下，これをMMモデルと

呼ぶ．このモデルでは，空間の各点における被食者と捕食者のダイナミクスが，

dX

dt
= f(X,Y ) =

{
1

9
(35 + 16X － X2)－ Y

}
X

dY

dt
= g(X,Y ) = −

{(
1 +

2

5
Y

)
−X

}
Y (5.17)

に従うとされる．ここで X ≥ 0, Y ≥ 0で，X は被食者，Y は捕食者の個体数である (実数とする)．被食者

X は X が小さければ自発的に増加するので活性因子に対応し，捕食者 Y は捕食者 X が増えると増加して X

の増加を抑えるので抑制因子に対応する．固定点は，いずれの種も絶滅した原点 (X̄, Ȳ ) = (0, 0)と，両者が

共存する (X̄, Ȳ ) = (5, 10)となる．線形安定性を調べると，(0, 0)は不安定なサドル，(5, 10)は安定なフォー

カスであることがわかる．

被食者と捕食者がネットワーク状に連結された生息パッチ (ノード)上に存在し，各ノード上でMMモデル

のダイナミクスが生じているとしよう．孤立したノード上で共存する固定点 (X̄, Ȳ ) = (5, 10)が安定であって

も，拡散の効果により，全ノードの状態が固定点 (X̄, Ȳ ) = (5, 10)にある一様状態は不安定な可能性がある．

図 5.1に，N = 200, k̄ = 10の BAネットワークにおいて，DY /DX を固定して，いくつかのDX について

成長率 λ(Λ)の従う曲線 (5.16)の大きい方の値と，BAネットワークのラプラシアン固有値 Λ[α] を代入した

実際の成長率 λ(Λ[α])を示す．ここで，DY /DX が曲線の極大値を決めることが分かるので，これを最大の固

有値がほぼ 0近傍となる臨界値である DY /DX = 15.5を選んでいる．DY と DX の比がこの値を超えると，

λ(Λ)の最大値が正となる部分が現れ，ここにちょうど実際の固有値 λ(Λ[α])が存在すれば，対応する α番目

のラプラシアン固有ベクトルに対応するパターン (α番目の固有モード)は不安定となる．

1 2 3 4
ln (-Λ)

 -0.5

 -0.4

 -0.3

 -0.2

 -0.1

 0.0

 0.1

 0.2

λ

DY/DX=16.0

DY/DX=15.5

DY/DX=15.0

α =15 α =190α =135
DX =0.425 DX=0.165 DX=0.06

図 5.1 N = 200, k̄ = 10 の BA ネットワーク上の MM モデルの各固有モードの成長率．実線は

DX = 0.425, D = 0.165, DX = 0.06のときの λ(Λ)の取りうる曲線．実際の成長率はネットワークのラ

プラシアン固有値 Λ[α] に対応する曲線上の値で，シンボルにより示されている．それぞれの DX につい

て，臨界固有モードのインデックスを示す．[1]より改変．
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(b)(a)

図 5.2 図 5.1の臨界固有モードをネットワーク上に表示．(a) α = 15, (b) α = 150．ある閾値以上の成

分をもつノードのみを，プラスとマイナスに 2値化して表示．赤はプラス，青はマイナス．[1]より改変．

図 5.1では，DX = 0.425のときには α = 15，DX = 0.165のときには α = 135, DX = 0.06のときには

α = 190の固有モードがちょうど不安定化している (臨界固有モード) ．図 5.2は，α = 15と α = 190のラ

プラシアン固有ベクトルを，ネットワーク上に示したものである．この表示では，次数の低いノードが外側

に，高いノードが中央部に配置されているため，α = 15の固有モードは次数の低い周辺部に，α = 150の固

有モードは次数の高い中央部に強い成分が見られる．

(a) (b) (c)

図 5.3 スケールフリーネットワーク上のMMモデルの Turingパターン．(a)初期状態．(b)DY /DX が

臨界値を少し超えた場合の定常パターン．(c)DY /DX が臨界値よりかなり大きい時の定常パターン．

5.3 スケールフリーネットワーク上の Turingパターン

ネットワーク上の一様定常状態は拡散の効果により Turing不安定性を示すため，初期条件として一様な状

態に微小な揺らぎを与えた状態から系を時間発展させると，揺らぎの中の不安定な固有モードに対応する成分

が時間とともに拡大し，非一様なパターンが形成される可能性がある．実際に数値計算すると，初期に観察さ

れるネットワーク上のパターンは不安定なラプラシアン固有モードに近い形状となる．しかし，さらに揺らぎ

が成長して非線形領域に入ると，その後のネットワーク上のパターンは，ラプラシアン固有モードとは大きく

異なるものとなる．ここで考えている BAネットワーク上のMMモデルにおいては，Turing不安定性の結果

生じるパターンの振幅が弱い非線形性によって小さな値に抑えられることはなく，非一様性はますます拡大
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し，非線形性の強い複雑な緩和ダイナミクスを経て，臨界固有モードとは大きく異なる定常パターンにやがて

収束する．図 5.3に，ほぼ定常状態に達したネットワーク上の Turingパターンの例を，DY /DX が臨界値を

少し超えた場合と，大きく超えた場合について示す．

しかし，この表示ではパターンの特徴が読み取りにくく，また，ネットワークも小さいので，統計的性質も

はっきりしない．そこで，より大きな N = 1000，k̄ = 20のネットワークについて，緩和過程が終わりほぼ

定常状態に落ち着いたあとの変数 X のパターンを, 横軸をノード番号として 1次元表示してみる．図 12に，

DY /DX が臨界値を少し超えた場合 (DY /DX = 15.6)と，大きく超えた場合 (DY /DX = 30.0)の Turingパ

ターンを示す．ノードは次数の大きな順に並べられているので，これはノードの次数とパターンを関連づけて

プロットしていることとなる．

この表示では明確な構造が見られる．つまり，各ノードの変数 Xℓ は (示していないが Yℓ も)，大きくふた

つの状態に分かれており，ノード番号が大きくなるほど，つまりノードの次数が小さくなるほど，ふたつの状

態間の距離は大きくなる．また，DY /DX を固定して DX および DY を変化させると，パターンは同様の特

徴を保ったまま，ノード番号に対して引き延ばされるように見える．このように，一見ランダムなネットワー

ク上にランダムなパターンが生じているように見えても，実際にはパターンには何らかの 1次元的な構造があ

り，次数順に並べたノード番号に対してプロットするというシンプルな表示法によって，これが可視化されて

いることがわかる．
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DX=0.06
DX=0.10
DX=0.16

DY/DX = 30.0(a) (b)

図 5.4 N = 1000, k̄ = 10の BAネットワーク上のMMモデルの Turingパターンをノード番号に対し

て表示．(a)DY /DX が臨界値に近い場合．(b)DY /DX が臨界値を大きく超えた場合．

拡散定数 DX を固定し，拡散定数の比 DY /DX を系の制御パラメータとして，その各値において系が十分

に緩和するまで時間発展させ，最終的に生じた定常な Turingパターンの振幅を

A =

[
N∑
ℓ=1

{(Xℓ − X̄)2 + (Yℓ − Ȳ )2}

]1/2
(5.18)

とする．これをDY /DX に対してプロットしたものが図 5.5である．DY /DX が臨界値 (15.5程度)より小さ

い間は Aはほぼ 0であり，Turingパターンは生じていない．DY /DX が臨界値を超えると，突然 Aが正の値

にジャンプし，Turingパターンが生じたことを意味する．さらに DY /DX を増加させると，Aもさらに増加

する．DY /DX が 17に達したのち，今度は減少させてゆくと，パターンの振幅は増加させたときとは異なる

挙動を示し，DY /DX = 15.5で突然 0に戻ることはなく，ゆっくりと減少する．DY /DX が 13程度に減少
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するまで非一様パターンは存続する．このように，制御パラメータ DY /DX を増減させたときのパターンの

振幅はヒステリシスを示し，Turing不安定性に対応する分岐が超臨界ではなく亜臨界であることを示唆する．

ヒステリシスループ内には他にも様々な定常解があり，初期条件や DY /DX の変化のさせ方に応じて様々な

定常パターンが生じうるが，今後，DY /DX が臨界値より十分に大きく，発達した定常パターンに着目する．

12 14 16
DY / DX

0

500

1000

1500

A

critical value

図 5.5 DY /DX を制御パラメータとして変化させながら，ほぼ定常状態に達したネットワーク Turingパ

ターンの振幅 Aをプロット．矢印はパラメータを変化させる向き．

5.4 ネットワークの平均場近似によるパターンの説明

ネットワーク上の Turingパターンの示す構造の理解を試みよう．そのためにネットワークの平均場近似を

用いる [29, 36]．この近似は，Pastor-Satorrasと Vespignani [36]によるスケールフリーネットワーク上の感

染症のモデルに関する有名な研究で用いられたものと同様であり，ネットワークの詳細な構造は一切無視し

て，各ノードはその次数のみに応じた強さでネットワーク全体の平均的な場に寄与し，また平均場からの影響

を次数に応じた強さで受けるというものである．BAネットワークのように，次数の不均一性は大きいが，そ

れ以外には特に構造のないランダムネットワークに対して有効だと考えられる．この近似では，数値計算で得

られる実際のネットワーク上の詳細なパターンを再現することはできないが，1次元プロットした際に特徴的

な構造が生じる理由については直観的に理解できる．

ネットワーク上の反応拡散方程式 (5.3)は，隣接行列 Aを用いて

dXℓ

dt
= f(Xℓ, Yℓ) +DX

 N∑
j=1

AℓjXj − kℓXℓ


dYℓ
dt

= g(Xℓ, Yℓ) +DY

 N∑
j=1

AℓjYj − kℓYℓ

 (5.19)

と書き直せる．ここで，右辺第二項の和の項を

hXℓ =

N∑
j=1

AℓjXj , hYℓ =

N∑
j=1

AℓjYj (5.20)
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と書くと，

dXℓ

dt
= f(Xℓ, Yℓ) +DX

(
hXℓ − kℓXℓ

)
dYℓ
dt

= g(Xℓ, Yℓ) +DY

(
hYℓ − kℓYℓ

)
(5.21)

と表すことができる．ここまでは単なる式変形だが，次に平均場近似を行う．つまり，ネットワークの構造を

無視して，上記の hXℓ , h
Y
ℓ がノード ℓの次数 kℓ に単に比例すると近似する．

hXℓ ≈ kℓH
X , hYℓ ≈ kℓH

Y (5.22)

ここで HX ,HY は比例係数で，以下「大域平均場」と呼び，各ノードの状態変数の重み付き平均とする．

HX =

N∑
j=1

wjXj , HY =

N∑
j=1

wjYj , wj =
kj

ktotal
(5.23)

ここで ktotal =
∑N

ℓ=1 kℓ は系の全次数である．つまり，各ノードは，その次数に応じた重みで大域平均場

HX ,HY に寄与すると考える．この様子を図 5.6(a)に示す．

図 5.6(b)は，BAネットワーク上のMMモデルの定常状態において，実際にこの近似の精度がかなり良い

ことを示す．これは横軸にノードの次数 kℓ を，縦軸に式 (5.20)の hXℓ , h
Y
ℓ と，式 (5.22)と (5.23)で与えられ

る直線をプロットしたものであり，実際の hXℓ , h
Y
ℓ が傾き HX ,HY の直線によく乗っていることがわかる．
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図 5.6 (a) 平均場近似の模式図．各ノードはその次数に応じた強さで大域平均場の影響を受け，また大域

平均場に寄与する．(b) BAネットワーク上のMMモデルの定常状態における hX
ℓ , hY

ℓ とその平均場近似

kHX
ℓ , kHY

ℓ ．横軸はノードの次数 k．

この平均場近似により，式 (5.21)は

dXℓ

dt
≈ f(Xℓ, Yℓ) +DXkℓ

(
HX −Xℓ

)
dYℓ
dt

≈ g(Xℓ, Yℓ) +DY kℓ
(
HY − Yℓ

)
(5.24)

と書き換えられる．ここで，各ノードの変数 Xℓ, Yℓ は，大域平均場HX あるいは HY との差を，次数に応じ

て DXkℓ あるいは DY kℓ 倍した入力を受けて時間発展する形となっている．ネットワークの詳細は無視され

て，各ノードは他のノードとは独立に大域平均場と相互作用する形となっており，次数 kℓ のみがノードの特
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徴を表す量となっている．これを，それぞれHX ,HY から次数に応じた外力を受ける N 個の 2変数力学系の

集団と見ることができる．逆に，大域平均場 HX ,HY は，これらの力学系の集団によって作り出される．

式 (5.24)の近似では，大域平均場 HX ,HY が与えられれば，ノード ℓの次数 kℓ のみがノードのダイナミ

クスを決める．そこで，ノード番号 ℓを省き，次数 k を正の実数に拡張したものを制御パラメータと考えて，

横軸に k を，縦軸に 2変数力学系

dX

dt
≈ f(X,Y ) +DXk

(
HX −X

)
dY

dt
≈ g(X,Y ) +DY k

(
HY − Y

)
(5.25)

の固定点をプロットした分岐図を図 5.7(a)に示す．ここで，HX ,HY には直接数値計算で求めた定常 Turing

パターンから数値的に見積もった値を用いている．パラメータ k が 0ならば X̄ = 5に安定な固定点がひとつ

だけ存在するが，k が少し増加するとサドルノード分岐により安定な固定点と不安定な固定点のペアが対生成

し，ふたつの安定固定点をもつようになる．さらに k が増加して 20を超えると，新たに生じた不安定固定点

と最初から存在する安定固定点がサドルノード分岐により対消滅する．このように，ノードのダイナミクスが

双安定となる k の範囲が存在する．

平均場近似の精度がよければ，実際のノード ℓの状態変数も，そのノードの次数 kℓ に応じて 2変数力学系

(5.25)の安定固定点の近くの値をとることが期待される．そこで，横軸を ℓとして，式 (5.24)の固定点と，直

接数値計算で得た定常なネットワーク上の Turingパターンを比較したものが図 5.7(b)である (変数 X を示

しているが，Y についても同様である)．各ノードの状態は，平均場近似による安定な固定点の近傍に実際に

分布していることが確認できる．特に，ノードの状態が上下ふたつの状態に分かれるのは，平均場近似のもと

で，パラメータ k のある範囲でノードのダイナミクスが双安定性を示すことを反映している．
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図 5.7 (a) 平均場近似下のノードの分岐図の例．DX = 0.12, DY = 3.6．大域平均場 HX , HY は MM

モデルの直接数値計算で得た定常パターンより計算したHX = 4.8, HY = 9.9．次数 k(非整数値にも拡張)

を分岐パラメータとして横軸に，縦軸に定常状態における X の値をプロット．濃い青は安定な固定点，薄

い青は不安定な固定点．(b)(a)の分岐図を用いてスケールフリーネットワーク上のMMモデルの Turing

パターンをノード番号に対して表示．

このように，BAネットワーク上のMMモデルについて，平均場近似を適用することにより，なぜふたつ

の状態に大きく分かれるような Turingパターンが生じたのか，また，なぜ次数順に並べたノード番号に対し

てパターンをプロットすることが有用だったのか，ということがある程度は理解できる．この近似では，ネッ

トワーク上の Turingパターンとは，大域平均場の影響を受けた個々のノードのダイナミクスの次数を分岐パ
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ラメータとする分岐図である，と捉えることができる．もちろん，平均場近似は詳細なネットワーク構造を無

視しているため，例えばどのノードの状態が上の安定固定点に行き，どのノードが下の安定固定点に行くか，

ということなどは説明できない．また，サドルノード分岐点近傍では，ノードのダイナミクスが揺らぎの影響

を受けやすいことを反映して，実際の Turingパターンにおけるノードの状態の分布は平均場近似の分岐図か

ら予想される安定固定点の位置からやや外れている．

以上，BAネットワーク上のMMモデルについて，ネットワーク上のパターンが次数に対して 1次元的な

構造を示すこと，平均場近似により直観的な理解が可能なことがわかった．平均場近似は，様々なランダム

ネットワーク上のダイナミクスの解析に用いられてきており，次数の不均一性以外に明確な構造のないスケー

ルフリーネットワーク等においてはうまく働くと考えられている [36]．実際，スケールフリーネットワークは

その直径がノード数に比して非常に小さいことが知られており，今回の場合も，N = 1000程度であればほと

んどのノード間の距離は 3以下となっている．従って，格子状のネットワークなどに比べ，系の状態は非常に

よく「混合」されており，重み付き平均値のみを用いたラフな近似がうまく働いたのはそのためだと解釈でき

る．もちろん，このようなラフな近似がどの程度まで精度が良いかはネットワークの構造により，例えば低次

元の格子状ネットワークにおいては明らかに精度が悪いことが予想される．
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第 6章

ネットワーク結合振動子系の拡散誘起不安
定性と集団ダイナミクス

6.1 ネットワーク結合振動子系

Turing不安定性は，ネットワーク上の活性-抑制因子系において拡散の効果によって生じる一様定常状態の

不安定性であった．この章では，これに似た不安定性として，ネットワーク上の複素 Ginzburg-Landau方程

式に従う結合振動子系の一様振動状態が拡散の効果による Benjamin-Feir不安定性を経て非一様な集団ダイ

ナミクスを示すことを述べる．ここで，Benjamin-Feir不安定性とは，もともと流体力学において定常進行波

解がさらに変調不安定性 (サイドバンド不安定性) を起こすことを意味するが，本章では蔵本 [8]に倣い，結

合振動子系に対して用いる．

複雑ネットワークブームの当初から，ネットワークを介して相互作用する結合振動子系の解析は盛んに行わ

れてきた．そのような研究の多くは，蔵本モデル型 [8]の位相自由度のみをもつ結合位相振動子系を対象とし

ており，特にその集団同期状態に着目していた．特に，どのようなネットワーク構造が最もロバストな (様々

な意味がありうるが)同期状態を生成するか，というような研究が非常に盛んに行われた．

本章では，ノードのダイナミクスが，位相方程式ではなく，Hopf分岐点近傍でのリミットサイクル振動の

標準形である Stuart-Landau(SL)方程式に従うとする．通常の連続的な振動性媒質において，拡散の効果に

より一様振動状態や進行平面波状態の Benjamin-Feir(BF) 不安定性が生じて時空カオス状態に至ることは，

反応項が SL方程式で与えられる反応拡散系の形をもつ複素 Ginzburg-Landau(GL)方程式の解析により古く

から知られている [8]．ここでは，ネットワーク上でも同様の不安定性が起こるのか，またその結果どのよう

な集団ダイナミクスが生じるのかを調べる．取り扱いは前章の Turing不安定性の場合とほぼ同様で，数値計

算によって得られるパターンを平均場近似によってラフに説明できる点も同様である．

6.2 ネットワーク複素 Ginzburg-Landau方程式

以下，超臨界 Hopf分岐点近傍における常微分方程式の標準形をひとつの非線形振動子のモデルとみなした

ものを SL振動子と呼ぶ [8]．SL振動子の状態変数は 2次元の実ベクトルX = (X,Y )T であり，

d

dt

(
X
Y

)
=

(
F (X,Y )
G(X,Y )

)
=

(
X − c0Y − (X − c2Y )(X2 + Y 2)
c0X + Y − (c2X + Y )(X2 + Y 2)

)
(6.1)
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に従う．なお，超臨界 Hopf分岐後の状況のみを考えて，分岐パラメータが 1となるように変数をリスケール

しており，c0, c2 は実パラメータである．複素数W = X + iY を導入すれば (i =
√
−1)

dW

dt
= (1 + ic0)W − (1 + ic2)|W |2W (6.2)

となり，このW は，一般の振動子の超臨界 Hopf分岐点近傍で，不安定化する固定点X0 近傍の状態を

X ≈X0 +WUeiωt + c.c. (6.3)

と表した際の複素振幅を表す．ここで，U は固定点X0 の Jacobi行列の分岐点での臨界固有ベクトルである

[8]．極座標 (R, θ)を導入して (X,Y ) = (R cos θ,R sin θ)と表すと，R > 0であれば

dR

dt
= R−R3,

dθ

dt
= c0 − c2R

2 (6.4)

なので，この振動子は

R̄(t) = 1, θ̄(t) = (c0 − c2)t (6.5)

つまり単位円を安定なリミットサイクル解としてもつ (時刻 t = 0での位相を 0とした) ．複素振幅で表すと

W̄ (t) = exp[i(c0 − c2)t] (6.6)

となる．これを図 6.1(a)に模式的に示す．

N 個のノードからなるネットワークの各ノード上に SL 振動子があり，それらの状態変数を (Xℓ, Yℓ)

(ℓ = 1, 2, ..., N)とする．これらの振動子がネットワークを介して拡散的に相互作用するとしよう．

d

dt

(
Xℓ

Yℓ

)
=

(
F (Xℓ, Yℓ)
G(Xℓ, Yℓ)

)
+K

N∑
j=1

Lℓj

(
1 −c1
c1 1

)(
Xℓ

Yℓ

)
(6.7)

ここで，K は拡散定数を表す実数で (X と Y は同じ複素振幅変数の実部と虚部なので，拡散定数は等しいと

する)，c1 は実パラメータである．複素数Wℓ = Xℓ + iYℓ を導入すると

d

dt
Wℓ(t) = (1 + ic0)Wℓ − (1 + ic2)|Wℓ|2Wℓ +K(1 + ic1)

N∑
j=1

LℓjWj (ℓ = 1, 2, ..., N) (6.8)

となる．以下，これをネットワーク複素 GL方程式と呼ぶ．この名称は，連続な振動性媒質の Hopf分岐点近

傍でのダイナミクスを記述する通常の複素 GL方程式

∂

∂t
W (r, t) = (1 + ic0)W − (1 + ic2)|W |2W + (1 + ic1)∇2W (6.9)

から来ている．ここで r は媒質上の位置を表す．この形の複素 GL方程式 (6.9)は，振動性化学反応モデルの

Hopf分岐点近傍で多重スケール展開等の手法により遅い複素振幅の従う方程式として蔵本と都築 [47]によっ

て導かれたものであり，ネットワーク結合振動子系の Hopf分岐点近傍でもほぼ同じ計算によって (6.8)を形

式的に導出することができる [46]．ここで，パラメータ c0, c1, c2 は元の振動子系のパラメータにより決まる．

以下，Weic0t をW と定義しなおすことにより，c0 = 0とする．

通常の複素GL方程式 (6.9)は様々な波数の定常進行波解をもつが，パラメータ c1, c2がBF条件 1+c1c2 < 0

を満たすと，最も安定な波数 0の一様振動状態まで全て不安定化して，時空カオス状態に至ることが知られて

いる [8, 46]．以下，同様の不安定性がネットワーク上で生じるかどうかを考える．
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図 6.1 (a) SL 振動子 (Hopf 標準形) の複素平面上での挙動．単位円がリミットサイクル．(b) BA ネッ

トワーク上のネットワーク複素 GL方程式の一様振動解に与えた摂動の成長率の実部．

6.3 完全同期状態の線形安定性

ネットワーク複素 GL方程式 (6.8)は，全ての振動子が同期して振動する一様解をもつ．

Wℓ(t) = W̄ (t) = exp[i(c0 − c2)t] (ℓ = 1, 2, ..., N) (6.10)

しかし，Turing不安定性の場合と同様に，この解は拡散の効果によって不安定となる可能性がある．線形安

定性解析の方針は 4章と同じだが，以下のように極座標で摂動を与えると計算が簡単になる [8] ．

Wℓ(t) = W̄ (t)(1 + ρℓ(t)) exp(iθℓ(t)) (6.11)

ここで ρℓ(t)および θℓ(t)は各ノードの状態変数の振幅と位相への微小摂動で，いずれも実数である．式 (6.8)

に代入して ρℓ と θℓ について線形化すると，ℓ = 1, 2, .., N について以下の方程式が得られる．

d

dt

(
ρℓ
θℓ

)
=

(
−2 0
−2c2 0

)(
ρℓ
θℓ

)
+K

N∑
j=1

Lℓj

(
1 −c1
c1 1

)(
ρj
θj

)
(6.12)

これまでと同様に，摂動をネットワークのラプラシアン固有ベクトルで(
ρℓ
θℓ

)
=

n∑
α=1

(
ρ̃α
θ̃α

)
exp{λ[α]t} ϕ[α]ℓ (6.13)

と展開する．ここで，ρ̃α と θ̃α は展開係数で，λ[α] は α番目のラプラシアン固有モードの成長率である．こ

れを式 (6.12)に代入すると，個々の固有モードごとに分解され，それぞれのモードの成長率は，特性方程式

det

(
λ[α] + 2−KΛ[α] c1KΛ[α]

2c2 − c1KΛ[α] λ[α] −KΛ[α]

)
= 0. (6.14)

より求まる．よって，それぞれの αに対して，固有値は，

λ±(x) = −1− x±
√
1− 2c1c2x− c21x

2 (6.15)

として

λ
[α]
± = λ±(−KΛ[α]) (6.16)
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と表すことができる．これまでと同様に，この曲線 λ±(x)自体はどのようなネットワークについても共通で

あり，xが小さければ実数のペア，xが大きければ複素数のペアとなる．α = 0の一様モードに対応する大き

い方の固有値は λ
(1)
+ = 0で中立安定であり，これは (ρ̃1, θ̃1) = (0, 1)という固有ベクトルに対応する位相モー

ド (全ての振動子の位相を一様にシフトするモード)に対応する．

図 6.1(b) に，N = 1000, k̄ = 20 の BA ネットワーク上の複素 GL モデルについて，成長率の実部

Re λ
[α]
± を x の関数として示し，その上に，実際のネットワークのラプラシアン固有値に対応する成長率

Re λ
[α]
± = Re λ±(−KΛ[α])を示す．いずれかの固有モードの成長率の実部が正となれば，一様振動解は不安

定となる．式 (6.15)において，xが小さいときに λ+(x)を展開すると

λ+(x) = −(1 + c1c2)x+ · · · (6.17)

となるので，1+ c1c2 < 0ならば x = 0での傾きが正となり，小さな xについて Re λ+(x)は正となりうるこ

とがわかる．この条件は，通常の複素 GL方程式 (6.9)の BF不安定性の条件と等価である [8]. なお，λ(x)

の実部が正となっても，実際にラプラシアン固有値から決まる成長率がその範囲になければ，一様解は不安定

化しない．たとえば，結合強度 K が非常に大きければ，α ≥ 2について，x = −KΛ[α] は常に Re λ(x)が負

となる範囲にしか現れず，BF不安定性の条件が満たされても不安定化は起こらない．

6.4 不安定化後の集団ダイナミクス

線形安定性解析により，BF条件が満たされ，結合強度 K が適当な範囲にあれば，系の一様振動状態は不

安定化しうることがわかった．そこで，ネットワーク複素 GL方程式 (6.8)の数値計算により，不安定化後の

系の集団ダイナミクスを調べる．この系は，ネットワーク構造，パラメータ c1, c2，結合強度K により，多彩

な集団ダイナミクスを示すが，ここでは BAネットワークに限り，パラメータは BF条件を満たす c1 = −2,

c2 = 2に固定して，結合強度が K = 0.02，K = 0.04，K = 0.08の場合の例を示す．いずれの K の値にお

いても Re λ+(x)が正となる領域に実際の成長率が存在し，一様振動状態に微小な摂動を加えた初期条件から

発展させると，最初はそれらに対応するラプラシアン固有モードが不安定化して成長する．この場合も，不安

定化したモードが弱い非線形性で抑えられることはなく，固有モードの形状とは全く異なるダイナミックな挙

動が観察される．以下，系の初期緩和が終了した後の定常運動状態について述べる．

まず，図 6.2(a, d)はK = 0.02で観察される「部分的な amplitude death状態」の典型的なスナップショッ

トを示している．この場合，番号が小さく次数の大きいノード上の振動子は振動をほぼ止めており (振動子系

の文脈でこの現象は amplitude deathと呼ばれる [48]) ，その他のノードは結合のない場合のリミットサイク

ル軌道である単位円 のやや内側を，同期することなく回転している．

次に，図 6.2(b, e)はK = 0.04で観察される「集団カオス状態」のスナップショットを示している．このと

き，番号が小さいノード群は振幅の小さめの内側の軌道を，番号が大きいノード群は単位円近傍の軌道を回転

しており，番号がそれらの中間にある一群のノード群は，それらの振幅が大きく変動する乱れた運動を示す．

この状態は系の軌道に与えた微小摂動が指数関数的に拡大するという意味で，カオス的である．中間的な乱れ

た運動を示す振動子のダイナミクスは，全結合ネットワーク上を介して相互作用する SL振動子系において観

察される集団カオス状態に似た部分がある [49, 50]．

図 6.2(c, f)は K = 0.08で観察される「部分的なクラスター状態」のスナップショットを示す．このとき，

番号が小さいノード群は振幅の小さめの内側の軌道を，番号が大きいノード群はふたつのグループに別れて内

側の軌道と単位円近傍の軌道を回転している．このように複数のグループに振動子群が別れることは，全結合
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した SL振動子系において cluster状態として知られており [49, 50]，ここではそれがノード番号の大きな振

動子についてのみ起きている．

図 6.2 BAネットワーク上のネットワーク複素 GL方程式の挙動．(a, d)部分的な amplitude death状

態 (K = 0.02)．(b, e)集団カオス 状態 (K = 0.04)．(c, f)部分的な cluster状態．振動子の状態Wj を

複素平面上にプロットしたもの (a, b, c)と，ノード番号 j に対して振幅 |Wj |のパターンをプロットした
もの (d, e, f)．図 (d, e, f)中の実線は平均場近似によるもの．

6.5 平均場近似

数値計算により観察されたパターンを理解するために，前章と同様にネットワークの平均場近似を適用す

る．ネットワーク複素 GL方程式 (6.8)は

d

dt
Wℓ(t) = (1 + ic0)Wℓ − (1 + ic2)|Wℓ|2Wℓ +K(1 + ic1)(hℓ(t)− kℓWℓ) (6.18)

と書き換えることができる．ここで，複素数

hℓ(t) =

N∑
j=1

AℓjWj(t) (6.19)

は，振動子 ℓが感じる他の振動子からの影響である．この量を，前章と同様に，次数のみを残して

hj(t) ≃ kjH(t) (6.20)

と近似する．ここで H(t)はネットワークの「大域平均場」を表す複素数だが，系は時間発展を続けるため，

Turingパターンの場合とは違い，一般に時間依存する．

図 6.2の各場合について，ネットワーク複素 GL方程式が定常に時間発展している状態で H(t)の実部と虚

部を実際に数値計算して求めたものを，図 6.3の図 (a),(d),(g)に示す．K = 0.02の場合には H(t)はほぼ一
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定で，K = 0.04と K = 0.08の場合にはほぼサイン波的に振動していることがわかる．そこで，ラフな近似

として，この H(t)を

H(t) = B exp(iΩt) (6.21)

に従って振動するものと仮定して，その振幅 B と振動数 Ωを，ネットワーク複素 GL方程式の数値計算結果

より求めることにする．このような近似は大域結合した SL振動子系に対して [49, 50]で用いられたものであ

る．これを代入すると，元のネットワーク複素 GL方程式 (6.8)は，以下の周期外力にそれぞれ駆動される SL

振動子の集団に近似される．

d

dt
Wℓ(t) = (1 + ic0)Wℓ − (1 + ic2)|Wℓ|2Wℓ +Kkℓ(1 + ic1)(B exp(iΩt)−Wℓ) (6.22)

Turingパターンの場合と同様に，ノードは次数 kj に比例して外力による駆動を受ける形となっている．そこ

で，実パラメータ β を導入して Kkℓ と置き換え，この β に対する式 (6.22)のダイナミクスの依存性を考え

る．回転座標系に移り，変数 V =W exp(−iΩt)を導入すると，

d

dt
V (t) = (1 + ic0 − Ω)V − (1 + ic2)|V |2V + β(1 + ic1)(B − V ) (6.23)

となって，一定の入力を受ける 2変数の自励系の形に変換できる．ここで，ノード番号 ℓは落とした．

式 (6.23)の分岐図を描いたものを図 6.3(b),(e),(f)に示す．K = 0.02の場合にはほぼH(t) = 0であり，こ

れを仮定すると，変数 V は，β の小さい時には安定なリミットサイクルを，β が大きい時には安定な固定点を

示す．また，K = 0.04の H(t)をサイン波で近似すると，V は β が小さいときと大きいときには安定固定点

を，それらの中間では小さな振幅のリミットサイクル振動を示す．最後に，K = 0.08の H(t)をサイン波で

近似した場合，β が小さければ V はふたつの安定な固定点を，大きければひとつの安定固定点をもつ．近似の

精度が妥当ならば，ネットワーク上の集団ダイナミクスは，これらのダイナミクスを反映すると考えられる．

前章と同様に，実際の各ノードの次数を β に代入して (β = kjK) ，これらの分岐図をノード番号 j に対し

てプロットしたものが図 6.3(c),(f),(i) である．安定な固定点あるいはリミットサイクル軌道をプロットした

ものは，実際に生じている集団ダイナミクスの骨格をうまく捉えている．つまり，ネットワークの各ノードが

大域平均場 H(t)を作り出し，それは近似的に一定値あるいは単純なサイン波的な振動となっていて，各ノー

ドは H(t)の影響をその次数に応じて受け，ネットワーク上の集団ダイナミクスが生じる，と解釈できる．

以上，ネットワーク複素 GL方程式 (6.8)において，拡散によって一様振動解が不安定化して様々な集団ダ

イナミクスに至る可能性があることを述べた．また，集団ダイナミクスの骨格を，平均場近似を用いることで

ラフにではあるが説明できた．
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図 6.3 BA ネットワーク上のネットワーク複素 GL 方程式の挙動の平均場近似による解釈．(a-

c) K=0.02, (d-f) K=0.04, (g-h) K=0.08．(a),(d),(e) は直接数値計算による大域平均場 HX , HY の

時間発展の例．(b),(e),(h)は測定されたほぼHX , HY より周期外力の振幅 B と振動数 Ωを推定し，パラ

メータ β をこれを外力として与えた式 (6.23)の分岐図．
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第 7章

その他のモデルと未解決問題

7.1 その他のモデル

7.1.1 3変数以上の反応拡散系

このノートでは，各ノード上の状態変数が 2 次元の場合の例のみについて述べた．Turing の原論文では

ノードの状態変数が 3 次元以上の場合についても触れられており，その場合，複素共役な複素固有値をもつ

固有モードの対が成長して時間的に振動する空間周期パターンが生じうることが指摘されている．そのネッ

トワーク版として，論文 [54] では被食者-中間者-捕食者の 3 者からなる生態系のモデルを例として，ネット

ワーク反応拡散系の Turing不安定性が調べられている．興味深いことに，前章の Turing不安定性とは異な

り，論文 [54]の例における振動的 Turingな不安定性は弱い非線形性によって振動パターンの成長が抑えられ

る超臨界 Hopf型だと考えられ，不安定化な固有モードに形状の近いネットワーク上の特定の次数のノード群

に局在した振動的 Turingパターンが生じることが示された．なお，通常の 3変数の反応拡散系において振動

的 Turing不安定性が生じる条件は論文 [52, 53]などで詳しく調べられている．

7.1.2 双安定要素の反応拡散系

Turing不安定性とは異なるものになるが，ネットワーク上でパターンを生じるモデルとして，個々のノー

ドのダイナミクスを最初から双安定なものとした研究もある．例えば Kouvarisら [55]は，各ノードの状態を

実数として，ネットワーク上のシンプルな phase field型モデル

dXℓ

dt
= −(X − a)(X − b)(X − c) +D

N∑
j=1

LℓjXj (7.1)

を扱い，ネットワーク上に生じるパターンを議論した．ここで a, b, cはパラメータであり，孤立したノードは

双安定性を示す．また，論文 [56]では，各ノードのダイナミクスが Landau方程式に従うネットワーク上の

実 Ginzburg-Landau型の双安定モデル

dXℓ

dt
= X −X3 +D

N∑
j=1

LℓjXj (7.2)

が扱われた．実際には各ノードの状態変数にノイズが加えられ，その強度に対する依存性が調べられた．
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7.1.3 他のネットワーク

ネットワークの構造が変わると生じる Turingパターンも全く異なるものになる．このノートでは無向ネッ

トワークのみを考えたが，例えばこれを有向ネットワークにすれば，ラプラシアン行列は非対称となり，複

素固有値を持ち得る．この場合，ノードの状態変数が 2 次元の場合にも振動的なパターンが生じる可能性

がある．Asllani らは論文 [57] において，有向ネットワーク上の 2 変数反応拡散系を扱い，Newman-Watts

アルゴリズムによって作られた有向スモールワールドネットワーク上の Brusselator モデルを例として，進

行波パターンなどが得られることを示した．また，ノード同士が複数のネットワークを介して相互作用する

multiplexネットワークモデルや，ふたつのネットワークのデカルト積によって与えられるネットワーク上の

Turingパターンなども考察されている [58, 59, 60]．その他，ネットワークに重みを持たせる，ネットワーク

を時変にするなど，様々な拡張が考えうる．

7.2 未解決問題

7.2.1 分岐解析

このノートで例として扱った BAネットワーク上のMMモデルや複素 GL方程式では，拡散の効果による

不安定性が生じた後，パターンの振幅が弱い非線形性で小さく抑えられることはなく，非線形性の強いダイナ

ミクスを示すので，この分岐は亜臨界分岐だと予想される．これを示すには，通常の連続媒質の反応拡散系に

対して行われるような弱非線形解析を行い，分岐点近傍での臨界固有モードの振幅方程式を何らかの手法で求

めてその非線形項の係数の正負を知る必要があるが，ネットワーク反応拡散系に対するそのような理論解析は

今のところ実現できていない．同様に，論文 [54]の例では超臨界 Hopf分岐と予想される振動型 Turing不安

定性が観察されたが，これも弱非線形解析理論的による解析は行われていない．ネットワークの構造とノード

上の状態のダイナミクスがどのように分岐のタイプに関係するのかは未解決である．

7.2.2 Turingパターンや集団ダイナミクスの平均場近似による自己無撞着な解析

5章や 6章で用いた平均場近似による解析は，ネットワーク上の Turingパターンや集団ダイナミクスの骨

格を直観的に説明することはできたが，ネットワーク構造の詳細を無視しているため，それらのより詳細な構

造については議論できない．この扱いではノードの次数しかネットワークの特徴を考慮しておらず，次数がパ

ターンを説明する上で最も主要な変数であったことは確かだと思われるが，では生成されたパターンをより詳

しく説明する上で，次数の次に主要なネットワークノードの特徴量は何かという問題は，未解決である．次数

の次に主要な特徴量を求められれば，例えば Turingパターンにおいて，各ノードの状態量がふたつの安定固

定点のどちらを選ぶのか，というように，より詳しいパターンの説明が可能となるかもしれない．

また，今回の扱いでは，HX ,HY の値を直接数値計算の結果より得ているため，これらを (近似的にでも)

予言するような閉じた理論となってはいない．通常の統計力学のスピン系の平均場近似による解析では，同様

の扱いにより，HX ,HY に相当する平均場がみたすべき自己無撞着な条件，つまり，仮定した平均場に従うス

ピン系が実際に作る平均場に等しい条件を置くことにより，これらを決めることが普通である．なお，全結合

ネットワークにおける Turingパターンに関しては，水口と佐野 [61]により，活性-抑制モデルの各要素のふた

つのグループへの分離の問題で，そのような解析が実際に行われている．また，全結合した SL振動子系の集
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団ダイナミクスに関しては，Chabanolら [50]により，数値計算を併用した自己無撞着解析が行われている．

今回のネットワーク上の系についても，近似的な自己無撞着条件を書き下すこと自体は可能だが，ネットワー

クのランダム性や得られるパターンの多重安定性などの困難により，そのような解析はまだ行われていない．

7.2.3 ラプラシアン固有ベクトルの局在性

3.3章で触れたが，BAアルゴリズムで生成したスケールフリーネットワークのラプラシアン行列の固有値

と固有ベクトルは，次数との間に強い相関があった．つまり，図 3.7に示したように，次数の順に並べたノー

ド番号に対して固有ベクトルをプロットすると，特定の次数をもつノードの近傍に揺らぎの強い成分が局在

し，その位置は固有ベクトルのインデックスにより決まる．また，固有値と次数の間に明確な関係がある．こ

の様子を図 7.1に示す．これらの性質は興味深く，ネットワーク反応拡散系のダイナミクスを理解する上で重

要だと考えられるが，これに関する数理的に厳密な結果は得られていない．論文 [62]では行列の摂動計算に

よる説明を試みているが，収束性などに問題があり，異なるアプローチが望まれる．

(c)

Λ = - k

図 7.1 N = 400の BAネットワークのラプラシアン固有ベクトルの局在性 (a),(b)と，ラプラシアン固

有値と次数の間の相関関係 (c)．固有値と固有ベクトルのインデックスがこのノートは異なっている．図中

の α はこのノートの表記では N + 1 − α を表す．(a) は全ての固有ベクトルの成分の絶対値を，横軸に

ノード番号，縦軸にインデックスを取って示したもの．この図を横にスライスしたものが個々の固有ベク

トルに対応する．そのいくつかを (b)に示す．(c)はラプラシアン固有値 Λ(α) とノード番号 ki=N+1−α を

プロットしたもの．固有値と次数の間に明確な相関がある．図は [62]より改変．

7.2.4 平均場近似の正当化とグラフ極限

この論文で用いたようなラフな平均場近似について，その妥当性を数学的に厳密に示すのは簡単ではないと

思われる．一方，最近，Medvedevら [63, 64, 65]によってグラフ極限の理論を用いたネットワーク上の結合

力学モデルに関する数学的に厳密な結果が得られており，今のところネットワーク上の蔵本モデル型の結合位

相振動子に関する結果がメインだが，それらの結果を Turingパターンを示す反応拡散系についても拡張する

ことができれば，この論文で用いた手法をノード数が多い極限で厳密化できる可能性があり，興味深い．

7.2.5 実験・実例

Turing不安定性は 40年後に実験的に実現されたが，ネットワーク上の反応拡散系についても，マイクロ流

体デバイスなどを用いて実験的に実現することは原理的には可能だと思われる [66]．最後に，実世界において

ランダムネットワーク上に Turingパターンが生じる自然な例があるのかどうかは，最も興味深い疑問である．
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