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重回帰分析

y = 0 + 1x1 + 2x2 + . . . + kxk + u

2. 推論
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Ch.4 重回帰分析：推論

1. OLS推定量の標本分布

2. 1係数の仮説検定： t 検定

3. 信頼区間

4. 係数の線形結合への仮説検定

5. 複数線形制約の検定: F 検定

6. 回帰結果の報告

4-1 OLS推定量の標本分布

OLS推定量の標本分布について

 OLS推定量は確率変数←推定値は標本に依存

期待値と分散は既知

仮説検定ではその分布を知る必要があり、その分布
を導出するために追加の仮定が必要

誤差分布の仮定：正規分布

仮定MLR.6（誤差項の正規性）

 とは独立に
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観測されない要因はPRF周りに正規分布と仮定

分布の形と分散は、説明変数に依存しない

結果、

4-1 OLS推定量の標本分布

正規性の仮定について

 誤差項は多くの異なる観測されない要因の合計

 独立的要因の合計は正規分布（中心極限定理）

問題：
 異なる要因がどれほどあるのか？ 十分に多いのか？

 おそらく個々の要因の分布は非常に異質

 異なる要因はどの程度独立的なのか？

誤差項の正規性は実証的問題（データに依存）
 少なくとも誤差分布は正規分布に近くなるべき

 多くの場合、変数の定義によっては正規性が困難
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4-1 OLS推定量の標本分布

正規性の仮定について（続き）
正規性が困難な例：

 賃金（常に非負←最低賃金etc.）

 逮捕件数（少数の整数値）

 失業（1 or 0の二択）

被説明変数の変換（対数etc.）によって正規性が達
成される場合も

 正規性のもとでOLSは最良不偏推定量

 統計的推論において、誤差項の正規性の仮定
は大標本で置換可能
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4-1 OLS推定量の標本分布
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用語

 Gauss-Markov仮定 MLR.1-MLR.5

 Classical linear model仮定 MLR.1-MLR.6

定理4.1（正規標本分布）

 CLM仮定のもとで

推定値は分散を用いて真の係数周りに正規分布

標準化推定量は標準正規分布に従う
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4-1 OLS推定量の標本分布 4-2 1係数の仮説検定： t 検定

定理4.2（標準化推定量のt分布）

 CLM仮定のもとで

推定標準偏差（=標準誤差）を用いて標準化を行うと、
正規分布はt分布に置換

 注：n-k-1が大きい場合、t分布は標準正規分布に近似

 帰無仮説

母集団係数はゼロ、つまりyに対するxjの効果はない
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t 統計量/t値

帰無仮説j=0の検証のためにこの「t値」を使用
 推定係数がゼロから離れるほどj=0の可能性は低下

 推定係数の変動性（標準偏差etc.）に依存

 推定係数がゼロからどれだけ離れているかを推定した標準
偏差を測定

帰無仮説が正しいときのt値の分布

目標：棄却ルールを定義し、それが正しい場合、H0は
低い確率（=有意水準、例えば5％）でのみ棄却
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定
4-2a 片側検定1
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 推定された係数が「十分大きい」場
合（臨界値よりも大）、対立仮説を
支持し帰無仮説を棄却

 帰無仮説が真であれば、それが棄
却される確率が例えば5％となるよ
うに臨界値を構築

 例では、自由度28のt分布で、5％
範囲を明示

 t値が1.701より大きければ棄却

4-2 1係数の仮説検定： t 検定

例4-1：賃金方程式

 教育年数と勤続年数を一定とし、職業経験年
数→賃金を検定

 検定

時給に対する経験年数について
 H1：肯定的な効果を期待 or

 H0：まったく効果なし

標準誤差
Standard errors
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定
例：賃金方程式（続き）

 t値

 自由度

ここでは標準正規分布で近似可能

 臨界値Critical values
有意水準5%

有意水準1%
 t値>臨界値のため、帰無仮説は棄却

 結論「時給への経験の影響は、有意水準5％（さ
らには1％）で統計的にゼロよりも大きい」
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定
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片側検定2
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定

 推定された係数が「十分小さい」場
合（臨界値よりも小）、対立仮説を
支持し帰無仮説を棄却

 帰無仮説が真であれば、それが棄
却される確率が例えば5％となるよ
うに臨界値を構築

 例では、自由度18のt分布で、
5％範囲を明示

 t値が-1.734より小さければ棄却

例4-2：成績と学校規模

 学校規模→成績を検定

 検定

成績に対する学校規模について
 H1：否定的な影響 or

 H0：まったく影響なし

数学試験の
学生割合

年間平均
教員報酬

学生千人
当り職員

在籍者数
(= 学校規模)
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定

例：成績と学校規模（続き）

 t値

 自由度

ここでは標準正規分布で近似可能

 臨界値Critical values
有意水準5%

有意水準15%
 |t値|<|臨界値|のため、帰無仮説は棄却できない

 結論「学校規模は成績に影響しないという仮説を
棄却できない」
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定

例：成績と学校規模（続き）

 関数形の別の特定化：

 検定
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定

例：成績と学校規模（続き）

 t値

 臨界値Critical values
有意水準5%

 |t値|>|臨界値|のため、帰無仮説は5%有意水準で棄却

 「学校規模は成績に影響しないという仮説を棄却、否定
的影響を支持」

 実際の影響力
10%在籍者数増
→0.129点低下
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定

4-2b 両側検定
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定

 推定された係数の絶対値が「十分大き
い」場合、対立仮説を支持し帰無仮説
を棄却

 帰無仮説が真であれば、それが棄却
される確率が例えば5％となるような臨
界値を構築

 例では、自由度25のt分布で、5％範囲
を明示

 t値が-2.06より小さい、
あるいは2.06より大きけれ
ば棄却
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例4-3：大学GPAの決定要因

 検定

 hsGPAおよびskippedの効果は、1％有意水準でゼロと
有意に異なる

ACTの効果は、10％有意水準でもゼロと有意に異な
らない

標準正規分布で近似
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定

回帰式の「統計的有意」変数

 回帰係数が両側検定でゼロと異なる場合、当
該変数は「統計的に有意」と言われる

 正規分布で近似ほど自由度が十分に大きい場
合、以下の経験則を適用：

10%水準で統計的に有意

5%水準で統計的に有意

1%水準で統計的に有意
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定

4.2c 回帰係数の一般的仮説の検定

 帰無仮説

 t統計量

この検定は、統計量を計算する際に推定値から仮
説の数値を引くことを除き、これまでの議論と同様

係数の仮説の数値
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定
例4-4：大学構内の犯罪と在籍者数

 仮説「在籍者数が1%増加したときに、キャン
パス内の犯罪率は1%増加するのか？」

推定値は1と異なっているが、この違いは統計的に
有意なのか？

 検定

帰無仮説は5%水準で棄却
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定

4-2d t検定のためのp値の計算

 有意水準を小さくしていくと、帰無仮説を棄
却できない点が存在

 帰無仮説が棄却される最小有意水準を仮説検
定のp値と呼ぶ

低いp値は低い有意水準でも帰無仮説を棄却するた
め、帰無仮説に反する証拠

高いp値は帰無仮説を支持する証拠

 p値は固定有意水準での検定よりも情報提供
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定

p値の計算（両側検定）
 p値は、帰無仮説を棄却するorしな

いに無関係な有意水準
 両側検定の場合、p値はt値が検定

統計の実現値よりも大きな（絶対）値
となる確率（図の青色エリア）

 p値が有意水準よりも小さい場合に
限り、帰無仮説を棄却

 例では、有意水準が5％の
場合、t値は棄却領域には
存在しない。

5%有意水準の
臨界値（=2.021）

t値
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定
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4-2f 経済的重要性vs統計的重要性

 ガイドライン

変数が統計的に有意であれば、その経済的・実際的
な重要性を知るために係数の大きさを議論

 係数が統計的に有意という事実は、必ずしも経済的・実質的
に重要とは限らない

 変数が統計的かつ経済的に重要だが「間違った」符号の場
合、回帰モデルは間違った特定化の可能性大

変数が通常の水準（10％、5％、または1％）で統計的
に非有意の場合、回帰式から削除も可

 ただし標本サイズが小さければ、影響が不正確に推定され
る可能性→重要ではない変数でも落とす必要なし
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4-2 1係数の仮説検定： t 検定 4-3 信頼区間

定理4.2の式を変形すると

信頼区間の解釈

 区間の上限・下限はランダム

 標本を反復すると、上記の方法で算出された
区間は、母集団回帰係数の95％をカバー

両側検定の臨界値

信頼区間の下限 信頼区間の上限 信頼水準
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典型的信頼水準の信頼区間

概算値として

信頼区間と仮説検定の関係

 を支持し、 を
棄却
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4-3 信頼区間
例4-8：企業の研究開発（R&D）支出

売上の信頼区間

 売上のR＆Dへの影響は、その区間が狭いため正確に推定

 ゼロが区間外にあるので、その効果はゼロとは大きく異なる

利益率の信頼区間

 この効果は、間隔が非常に広いため不正確な推定

 区間内にゼロがあるので、統計的に非有意

R&D支出 年間売上 利益率
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4-3 信頼区間

例：教育への収益-4年生大学vs短期大学

 検定

 検定統計量

推定値の差は、その推定標準偏差によって正規化

係数間の真の差がゼロに等しいと信じられないほど統
計量が「あまりにも負」ならば、帰無仮説は棄却

短大の教
育年数

4大の教
育年数

職業年数
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4-4 係数線形結合の仮説検定

元の回帰式に代入

標準の回帰では算出不可能

他の手法

 新しい係数を定義：

 新しい係数の検定：

 モデル式の変形：

新しい説明変数（= 通算大学年数)
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4-4 係数線形結合の仮説検定
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推定結果

帰無仮説は10%水準で棄却（5%では棄却できない）

 この手法は線形仮説に対して常に有効

通算大
学年数
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4-4 係数線形結合の仮説検定 4-5 複数制約の検定: F 検定

4-5a 制約の検定

 仮説

MLB選手の各指標値が効果を持たないか、あるいは
回帰式から除外できるかどうかを検定

1軍期間 平均出場試合数MLB選手の年棒

打率 本塁打数 塁打数
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4-5 複数制約の検定: F 検定

非制約unrestrictedモデルの推定

個別に検定した場合、打撃指標（後半の3変数）はい
ずれも統計的に非有意

 考え方：

打撃3変数が回帰式から除外された場合、モデルの当
てはまりはどのようになるのか？
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4-5 複数制約の検定: F 検定

制約restrictedモデルの推定

残差平方和は必然的に増加するが、統計的に有意な
増加か？

検定統計量

 （帰無仮説H0が正しい場合）H1からH0に変化するとき
の残差平方和の相対的増加はF分布に従う

制約の数
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4-5 複数制約の検定: F 検定

棄却ルールRejection rule

 F値は必ず正の値
 H1がH0に変化するとき、

SSRは必ず増加

 帰無仮説が真であれば、
それが棄却される確率
が例えば5％となるような
臨界値を構築
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4-5 複数制約の検定: F 検定

検定例

 （非常に小さい有意水準でも）帰無仮説は棄却

検定結果について

 3変数は「同時有意jointly significant」
各変数は個別検定では非有意

 3変数間の多重共線性の可能性

制約の数

非制約モデルの自由度
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4-5 複数制約の検定: F 検定
4-5b F値とt値の関係

 1係数検定の場合、F = t2、同じp値

 t検定と同様に、F検定のp値も計算可能

4-5c F値のR2形

 SSR = SST(1 – R2) より、SSRに代えてR2を使用

ここでrは制約式、urは非制約式を表す

 
     (4.41),      

11 2

22





knR

qRR
F

ur

rur

4-5 複数制約の検定: F 検定

4-5e 回帰式の全体有意性の検定

帰無仮説：全説明変数は被説明変数を説明しない

 検定統計量

全体有意性の検定は多くの回帰分析ソフトで報告

 帰無仮説は通常棄却

制約式（切片への回帰）
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4-5 複数制約の検定: F 検定
4-5f 一般線形制約の検定

 例：住宅価格査定の検定

帰無仮説
 住宅価格の査定が適正である場合、査定額の1％の変化は

住宅価格の1％の変化と連動するはず

 さらに、査定額が適正であれば、他の要因は住宅価格に影
響を及ぼさないはず

（販売前）査定額 ロットサイズ（ft2）住宅価格

面積 部屋数
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4-5 複数制約の検定: F 検定
 非制約回帰式 Unrestricted model

 制約回帰式 Restricted model

制約回帰式は実際には[y-x1]を切片に回帰

 検定統計値

帰無仮説を棄却できない
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4-5 複数制約の検定: F 検定
 非制約回帰式の回帰結果

個別検定では、住宅価格査定は適正とは言えない

 F検定は、一般的な複数線形仮説に対応可能

 すべての検定および信頼区間について、仮定
MLR.1 - MLR.6の有効性が前提

仮定が不成立の場合、検定は無効
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4.6 推定結果レポート


