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はじめに

ゲーム理論の講義や教科書でまず始めに習うのは，相手がどんな人か，どん

な効用関数を持っているか，などがお互いに分かっている場合である。ゲーム理

論で最も有名な囚人のジレンマがまさにこの場合で，利得の値は事前に決まっ

ていて，どちらの囚人にも分かっている。寡占理論でまず学習するクールノー

競争もこの場合であり，各企業の費用関数は１つに特定化されている。この種

のゲームは完備情報ゲームと呼ばれていて，神戸大生であれば割とすんなり理

解して対応できるようになる。

神戸大生が「意味分からん」となるのは，情報が完備でない不完備情報ゲーム

である。相手がどんな人や企業なのかが不確定な状況である。典型的には，相

手がどんな効用関数を持っているのか分からない，相手企業がどんな費用関数

を持っているのか分からない，といった状況である。現実生活でも，周りの人

がどんな人か分からないまま付き合っているケースが多い。教授の採点がどれ

ほど厳しいか分からない，周りの人が自分のことをどれほど好きか分からない，

譲歩する気が相手にどれほどあるか分からない，相手の本当の目的が分からな

い，などである。

そこで本稿では，不完備情報ゲームの代表例を取り上げ，計算方法を解説す

ることにする。具体例を１つ習得すれば，他の不完備情報ゲームでも対応でき

るようになるので，この機会に習得して欲しい。

本稿で取り上げる不完備情報ゲームはオークションである。オークションに

おいては，他の入札者がどれだけ財を評価しているかが分からないという情報

の不完備性がある。オークションは不完備情報における競争の基本形と言ってよ

く，ゲーム理論のモデルのなかでも応用されることの多い人気のモデルである。
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１位価格オークション

１つの財（例えば１枚の絵）がオークションで売りに出ているとする。この

財に対する入札者は２人で，入札者１と２とする。入札者 iにとっての財の評

価値を vi と書く (i = 1,2)。つまり入札者 iは財を得るために vi 円までなら払う

価値があると考えている。財を入手できた場合の効用は，評価値から支払額を

引いた値である。つまり，入札者 iが bi だけ払って財を手に入れる場合，彼の

効用は vi − bi である。例えば 2000円までなら払う価値があると思う財を 1700

円で手にいれた場合，効用は 300である。財を入手できず支払いもない場合の

効用はゼロである。ちなみに，v は valueとか valuationの頭文字で，bは bid

の頭文字である。

自分がオークションに勝てるかどうかは事前に分からない。したがって効用

の値も確率的である。こういう場合の個人は，効用の期待値（平均値）を最大

にするように行動すると経済学では考えるので，それはここでも踏襲する。効

用の期待値を期待効用と呼ぶ。

オークションの方式は，１位価格オークションと呼ばれるものを考える。こ

の方式では，入札は全員同時に行われる。例えば全員が一斉に入札額を紙に書

いて，封筒に入れて提出する。入札額が最も高い人が落札し，自分が書いた入

札額を払って財を得る。最も高い額を入札した人が複数いる場合，そのうちの

１人が等確率で選ばれる。１位価格（ファーストプライス）オークションと呼

ばれるのは，財の価格が入札額の最高額だからである 1)。

このオークション方式の場合，自分の評価値 vi をそのまま入札することは賢

明だろうか。2000円の価値があると思うなら，素直に 2000円を入札すること

が最適と言えるだろうか。例えば入札額を 1700円とすると，だれかが 1800円

で落札してしまって後悔するかもしれない。しかし，2000円で入札すると，落

1)２位価格（セカンドプライス）オークションと呼ばれる方式も存在する。この方式では，入
札額の最高額を提出した人が２番目に高い入札額を払って財を得る。この方式のオークションも
重要だが，入札額の計算は簡単で，ゲーム理論の入門書でも取り上げられることが多いので，こ
こでは割愛する。
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札できても効用は 2000− 2000 = 0となる。勝っても負けても効用がゼロになっ

てしまう。2000円より低い値を入れれば，勝てば効用は正で，負けても効用は

ゼロである。したがって 2000円を入札するのは最適ではなさそうだ。自分の評

価値より低い値を入れるべきなのである。どれだけ低い値を入札すべきか。そ

れを求めるのが本稿の主題である。

不完備情報

入札額をいくらにするかを考える場合，相手がいくら入札してくるかが分か

れば簡単だ。しかし相手がいくら入札してくるかは相手の評価値によって違っ

てくるし，相手の評価値なんて分からない場合がほとんどである。相手が家族

や親友なら別だが，他人の頭の中なんて分からない場合がほとんどである。相

手の評価値が分からなければ，相手がいくら入札するかも分からない。

こういう状況は不完備情報ゲームとよばれる。他人の選好・効用関数がよく

分からない状況である。今の設定では，相手が財に対して持っている評価値 vi

が分からない。ある程度は推測できるかもしれないが，ピンポイントでは分か

らない。

こういう状況でも数学的な分析が可能である。相手の評価値が分からないと

いうことは，相手の評価値を確率的な変数と考えればいい。2000円かも知れな

いし 1700円かも知れない，と可能性がいろいろあるということは，評価値が

確率変数なのである。ただ，確率的に見えるのはあくまで他人にとってである。

自分の評価値は知っていると考えるので，本人にとって評価値は確定しており，

確率変数ではない。

これはトランプの手札みたいなものである。自分の手札は見えるので確率的

でもなんでもないが，相手の手札はこちらから見えないので確率的である。

逆に考えれば，トランプの手札のように考えれば不完備情報を数学的に扱う

ことができる。どういうことかと言うと，トランプゲームの冒頭で手札がラン

ダムに配られるように，オークションの冒頭で各入札者の評価値がランダムに
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配布される，と考えるのである。トランプゲームでは自分の手札しか見ること

ができないが，それと同じ要領で，自分の評価値しか知ることができないとす

る。こう設定すれば，評価値は本人からすると確定しているのに，他人からす

ると確率的に分布していることになる。

トランプゲームでは手札の配布は目の前で実際に行われるが，オークション

での「評価値の配布」というのは理論上の架空の手続きである。あたかもそう

いう配布手続きがオークション前に行われるとみなすのである。実際には，入

札者のそれまでの人生で起こった様々な出来事が積み重なって評価値が決まる

のだろうが，人生の詳細をモデルに入れるわけにはいかない。そこで，それま

での人生の出来事をまとめて１つの確率分布に圧縮し，その確率分布に従って

評価値がランダムに決まると考える。オークションの開始前に，あたかもトラ

ンプの手札が配られるように，評価値が確率分布に従って決められ，各入札者

に配布されると仮定するのである 2)。

そうすると，評価値の確率分布を仮定する必要がある。まずは簡単化のため，

どちらの入札者の評価値も０と１の間に一様に分布しているとする。つまり０

から１までの間のどの実数値も同じ頻度で選ばれるとするのである。カードを

１枚引くと，どのカードも同じ頻度で選ばれるのと同じである。０と１の間に

実数は無数にあるので，無数のカードから１枚引くようなものである。密度関

数のグラフを描くと，高さは１で一定である。ちなみに，この一様分布のもと

では，評価値が x 以下の確率はちょうど x に等しい。評価値が 0.5以下の

確率は 0.5だし，評価値が 0.2以下の確率は 0.2である。

トランプの場合，自分の手中にあるカードは相手の手中にない。したがって

例えば自分が絵札を多数持っているなら，相手が持っている絵札は必然的に少

なくなる。つまり，自分の手札と相手の手札には負の相関があると言える。一

方，財に対する評価値の場合，相関は正であることが多い。自分にとって良い

ものは，他人にとっても良いことが多く，自分の評価値が高ければ，相手の評

2)このアイデアを考案したのはゲーム理論家のハーサニ (1920–2000) である。このアイデア
によって不完備情報ゲームの分析が一気に広まった。
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価値も高い可能性が高い。しかし本稿では簡単化のため，相関はゼロとする。

２人がそれぞれ別々のカードセットからカードを引くようなものである。

均衡

求めたいのは各入札者がいくら入札するかである。と言っても，入札する額

は自分の評価値次第である。評価値が高ければ入札額も高くなるだろう。した

がって，求めるべきは評価値 vと入札額 bの関係を表す b = β(v)という関数で

ある。ここで β(v)とは評価値が vのときの入札額である。すると，この βとい

う関数（グラフ）が求めるべきものである。

評価値が高ければ入札額も高くなるだろうから，βのグラフは右上がりにな

ると予想される。つまり２つの評価値 vと wがあって v > wなら β(v) > β(w)

だろうと。ちなみに，βが右上がり（厳密な単調増加関数）とすると，逆関数

と呼ばれる関数 β−1が存在する。これは b = β(v)ならば β−1(b) = vとなる関

数である。つまり β−1(β(v)) ≡ vとなる関数である。例えば，β(v) = v2なら，

β−1(b) =
√

b である 3)。

βという関数は２人の入札者で同一と仮定して計算する。これは評価値の分

布が２人で同じだからである。分布が同じなので，評価値が配布される前の時

点で２人は同じである。したがって，その時点で予想される評価値と入札額の

関係も同じだろうと。評価値がたまたま同じ vなら，２人とも同じ入札額 β(v)

を入れるだろうと 4)。

したがって，解くべきは βという右上がりの関数１つである。解くと言って

も何を解くのか。それはゲーム理論の基本概念であるナッシュ均衡を解くので

ある。ナッシュ均衡とは何かというと，全員が自分自身にとってベストな行動を

選んでいる状態である。今の設定でいうと，βに従って入札することがどちら

の入札者にとってもベストな行動になっている，という βのことである。相手

3)紛らわしいが，逆関数の β−1 というのは β の −1乗という意味ではない。1/β(v) を −1乗
の形で書くときは

{
β(v)
}−1 と書き，逆関数の方は β−1(v) と書いて区別する。

4)つまり入札者 i の入札額関数を βi (v) と書くと，β1(v) = β2(v) という対称的な均衡に限定
して計算を進める。
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が βに従っている場合，自分も βに従うことがベストであると。評価値がいく

らであっても βに従うことがベストであると。そういう βを解きたいのである。

そういう βなら２人とも喜んで従うし，逆にそういう βでなければ従わない。

どうやって解くかというと，相手が βに従っているとして，自分にとっての

ベストな入札額を解く。それが βに一致していると設定すれば，それで方程式

が出来る。その方程式を βについて解けばいいのである。

そこで，相手は β（という未知の関数）に従って入札すると仮定する。自分に

とってベストな入札額を計算するためには，自分の効用の期待値を求める必要

がある。そこで，自分の評価値が vで，入札額を bとしたときの期待効用U (v,b)

を求めることにする。

期待効用とは，（勝ったときの効用）×（勝つ確率）である。負ければ効用は

ゼロなので，（負けたときの効用）×（負ける確率）はゼロで省略できる。勝っ

たときの効用は評価値から入札額を差し引いた値で，式で書くと v − bである。

問題は勝つ確率である。自分が勝つのは，自分の入札額 bが相手の入札額 b′を

上回る場合である 5)。その確率を求めたいのだが，それには b′がどういう値に

なるかを知る必要がある。そこで使えるのが「相手は βに従って入札する」と

いう仮定である。相手の評価値が v′のとき，相手の入札額は b′ = β(v′) で

ある。もちろん v′の値はこちらには見えない。しかし v′の確率分布は分かって

いる。したがって b′ = β(v′)の分布も分かるはずだ。そう考えると b′ < bの確

率も分かりそうだ。

計算

具体的に計算してみよう。計算したいのは b′ < bの確率である。b′ = β(v′)

なので，書き換えると β(v′) < bの確率である。両辺の値を逆関数 β−1に入れ

ると，β−1(β(v′)) < β−1(b)となる。逆関数の定義より β−1(β(v′)) = v′なので，

5)b = b′で引き分けという可能性もあるが，それは相手の評価値がある特定の値に等しい場合
である。しかし評価値が [0,1]で一様分布しているとき，評価値が特定の値に等しい確率はゼロ
である。したがって引き分けの確率もゼロであり，引き分けは無視して構わない。
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v′ < β−1(b) となる。こうなる確率を求めたい。v′は 0と 1の間で一様に分

布しているので，v′ < xの確率は xである。したがって，v′ < β−1(b)の確率は

β−1(b) である。これが勝つ確率である。

したがって，評価値が vの入札者が bだけ入札した場合の期待効用は

U (v,b) = (v − b) β−1(b) (1)

である。入札者はこの値を最大にするように bを選ぶのであり，その最適な b

の値が β(v)である。最適な bを求めるには，期待効用を bで微分した値をゼロ

にすればいい。そこでU (v,b)を bで微分してゼロにすると

∂U (v,b)
∂b

= −β−1(b) + (v − b) β−1′(b) = 0 (2)

を得る。ただし β−1′(b)は β−1(b)の微分である。

逆関数の微分なんて思い出せないという場合でも，逆関数の定義を思い出

せば大丈夫である。逆関数の定義より β(β−1(b)) ≡ bである。これはどんな b

でも成立する恒等式である。したがって左辺と右辺は見かけは違うが同じ関数

である。同じ関数なので微分しても同じ値になる。したがって両辺を微分して

β′
(
β−1(b)

)
β−1′(b) = 1を得る。書き換えると

β−1′(b) =
1

β′
(
β−1(b)

) (3)

である。これが逆関数の微分である。βの微分の逆数だが，微分は v = β−1(b)

で評価する。

逆関数の微分 (3)を微分ゼロの式 (2)に代入すると

−β−1(b) +
v − b

β′(β−1(b))
= 0

を得る。これが入札者にとってベストな bの値，すなわち b = β(v)が満たす式
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である。b = β(v)を代入すると

−β−1(β(v)) +
v − β(v)

β′(β−1(β(v)))
= 0

を得る。逆関数の定義を使って書き直すと

−v + v − β(v)

β′(v)
= 0

となる。分母を払って，β絡みの項を左にまとめると

v β′(v) + β(v) = v (4)

となる。これが任意の評価値 vで成り立つ。これを解くには，左辺が v β(v)

の微分であることに着目する。すなわち v β′(v) + β(v) = {v β(v)}′である。した

がって (4)を書き換えると

{
v β(v)

} ′
= v (5)

となる。この両辺を 0から xまで積分すると（ただし xは任意）∫ x

0

{
v β(v)

} ′ dv = ∫ x

0
v dv

となる。右辺と左辺を別々に計算すると

右辺 =
∫ x

0
v dv =

[1
2
v2
] x
0
=

1

2
x2

左辺 =
∫ x

0

{
v β(v)

} ′ dv = [
v β(v)

] x
0
= x β(x)

となる。両者は等しいのだから

β(x) =
x
2

を得る。これで入札額関数 βが解けた。すなわち評価値が xの人は x/2だけ入
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札する。評価値のちょうど半額を入札するわけだ。

簡便法

いま使った方法が一番素直なやり方だが，もう少しスッキリと計算できる方

法を紹介する。アイデアは簡単で，入札額 bを直接選ぶ代わりに，b = β(w)と

して，wを選ぶことで bを間接的に決める，と考えるのである。秘書に評価値

wを伝えれば，秘書が b = β(w)を計算して入札してくれると想定するようなも

のである。そういう秘書がいるとして，秘書に伝える評価値 wをいくらにすれ

ばいいかを考えるのである。実際の入札者にそんな秘書はいないかもしれない

が，そう考えると計算がシンプルになるのである 6)。

実際にやってみよう。期待効用の式 (1)に b = β(w)を代入すると

(v − β(w)) β−1(β(w))

となる。逆関数の定義を代入すると (v − β(w)) w となる。vが絡んでない部

分をまとめて T (w) ≡ β(w)wと定義すると

vw − T (w)

となる。これを wで微分してゼロにすると

v − T ′(w) = 0 (6)

となる。これを満たすのが最適な wである。一方で，この人の評価値は vなの

だから，最適な入札額は β(v)である。ということは，最適な wは w = vであ

る。秘書には本当の評価値を伝えるべきというわけだ。秘書は自分が伝えた評

価値のもとで最適な入札額を入札してくれるのだから，秘書に間違った情報を

6)入札者全員が秘書を使って間接的に入札すると想定することによって，プレーヤーが自分の
選好（評価値）を直接顕示する「直接顕示ゲーム」にゲームを変換することが出来る。これは
オークションに限らず一般的な不完備情報ゲームで可能であり，顕示原理と呼ばれている。
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伝えると入札額が最適でなくなるのだ。したがって，微分ゼロの式 (6)は w = v

で成立する。つまり

v = T ′(v) (7)

である。これは (5)と同じである。(4)を飛ばして (5)が出てくるのが嬉しい。後

は同じである。(7)の両辺を 0から xまで積分して∫ x

0
v dv =

∫ x

0
T ′(v) dv

を得る。両辺を別々に計算すると

左辺 =
∫ x

0
v dv =

[1
2
v2
] x
0
=

1

2
x2

右辺 =
∫ x

0
T ′(v) dv =

[
T (v)

] x
0
= T (x) − T (0) = β(x)x

となる。両者は等しいのだから β(x) = x/2を得る。

多人数

これまでは入札者が２人だったが，入札者が n人の場合に一般化してみる。

違ってくるのは勝つ確率である。２人しかいなければ，競争相手は１人しかい

ないので，その１人に勝てばいいが，全員で n人いる場合，競争相手は n− 1人

いるわけで，その全員に勝つ必要がある。式で書くと，bを入札した場合に勝

てるのは

β(v j ) < b

という不等号が競争相手の j全員について成立するときである。両辺を β−1の

中に入れると

v j < β
−1(b)
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である。競争相手のうちの特定の１人についてだと，これが起きる確率は前回

と同様 β−1(b)である。したがって，これが競争相手の n − 1人全員について起

きる確率は
{
β−1(b)

} n − 1 である。

よって期待効用は

{
β−1(b)

}n−1(v − b)

である。簡便法を使って，b = β(w)を代入すると

{
β−1(β(w))

}n−1 (v − β(w))

となる。逆関数の定義を使うと

wn−1 (v − β(w))

となる。vが絡んでない部分をまとめて T (w) ≡ wn−1 β(w)と定義すると

wn−1v − T (w)

となる。これを wで微分してゼロとすると

(n − 1)wn−2 v − T ′(w) = 0

となる。これが w = vで成立するので

(n − 1) vn−1 = T ′(v)

を得る。両辺を 0から xまで積分すると

(n − 1)
∫ x

0
vn−1 dv =

∫ x

0
T ′(v) dv

11



となる。両辺を別々に計算すると

左辺 = (n − 1)
[1
n
vn

] x
0
= n−1

n xn

右辺 =
[
T (v)

] x
0
= T (x) − T (0) = xn−1 β(x)

となる。両者は等しいので

β(x) =
(n − 1

n

)
x

を得る。例えば入札者が 10人の場合は，評価値の 90%を入札するわけだ。

一般分布

これまで評価値の分布関数を一様分布と仮定してきた。今度は分布関数を一

般化してみる。評価値は [0,∞)の間に分布しているとして，評価値が x以下の

確率を F (x)とする。今まで仮定してきた一様分布は，F (x) = xという特殊ケー

スである。

変わってくるのは勝つ確率である。勝つのは

v j < β
−1(b)

という不等号が競争相手の j 全員について成立する場合なのは今まで通りで

ある。この式が競争相手の特定の１人について起きるのは，一様分布の場合は

β−1(b)だが，一般分布の場合は F (β−1(b)) である。これが競争相手の n − 1

人全員で起きる確率は
{
F (β−1(b))

}n−1である。
したがって期待効用は

{F (β−1(b))}n−1 (v − b)
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である。簡便法を使って b = β(w) を代入すると

{
F (β−1(β(w)))

}n−1
(v − β(w))

となる。逆関数の定義を使うと

{F (w)}n−1 (v − β(w))

を得る。vが絡んでいない部分をまとめてT (w) ≡ {F (w)}n−1 β(w)と定義すると

{F (w)}n−1v − T (w)

となる。ここで微分してもいいが，もう１つ記号を導入してG(w) ≡ {F (w)}n−1

と定義すると

G(w) v − T (w)

を得る。これを wで微分してゼロとすると

G′(w)v − T ′(w) = 0

となる。これが w = v で成立するので

G′(v)v = T ′(v)

を得る。両辺を 0から xまで積分すると∫ x

0
G′(v)v dv =

∫ x

0
T ′(v) dv

となる。右辺は
[
T (v)

] x
0
= T (x) − T (0) = G(x) β(x) なので

β(x) =
∫ x

0

G′(v)
G(x)

v dv (8)
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を得る。これが一般分布の場合の入札額である。

この入札額の式の意味を考えてみる。積分の中の分母G(x)は，他の入札者の

評価値がすべて自分の評価値 xより低い確率である。したがってGという関数

は，他入の評価値の最高額m ≡ max j,i v j の（累積）分布関数に他ならない。一

方，分子の G′(v)は分布関数の微分なので確率 密度 関数である。他人の評

価値の最高値mが vに等しい確率密度である。したがって，G′(v)/G(x)という

分数は，他人の評価値の最高額 mが自分の評価値 xより低いという条件のもと

で，その最高額が vに等しい確率密度である。(8)はその値に vを掛けたものを

vで積分しているので，条件付き期待値である。自分の評価値が１番高いという

条件のもとでの 2 番目に高い評価値の期待値である。１位価格オークション

での入札額というのは，自分が勝つ場合における次点の評価値の 期待値 な

のだ。

おわりに

オークションの別形式に全員払い（オールペイ）オークションというものが

ある。入札額が１番高い人が勝つのは同じだが，勝った人だけでなく，負けた人

も自分が入札した額を払わなければならない，というオークションである。変

なオークションに聞こえるかもしれないが，戦争や競争を一般的にモデル化し

ていると言える。入札する代わりに労力を投入するのである。労力を最も多く

投入した人が競争に勝ち，負けた人が投入した労力は返ってこない。本稿を解

読した人なら，この全員払いオークションでの入札額を計算できるはずだ。い

ますぐ計算してみて欲しい。

負けても入札額を払わなければいけないのだから，最適な入札額は１位価格

の場合に比べて下がると考えられる。入札額は下がるだろうが，入札額は勝っ

ても負けても払わなければならない。すると，入札者の支払額の（条件無しの）

期待値というのは下がるだろうか，上がるだろうか。それが分かれば，売り手

の収入の期待値が増えるか減るかも分かるだろう。そうすればオークション理
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論で最も有名な定理がなんとなく見えてくるだろう。

解答

x,
√

b, β(v′), v′, β−1(b), (v − b), β−1′(b), β′(β−1(b)), β′(v), v β(v), x2,

w, T (w), v, β(x)x, n − 1, (v − β(w)), wn−1, (n − 1)wn−2, vn−1, n−1
n ,

xn−1 β(x), F (β−1(b)), {F (β−1(b))}n−1, β(w), {F (w)}n−1, G(w), v, β(x),

密度, 2, 期待値
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