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本日の講義内容

■ 濾過法による有限フレーム性と決定可能性

■ 双模倣・生成部分モデル・p-モルフィズム

■ S4.2と GLの有限フレーム性
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推移的閉包

R,R′ ⊆ W ×W .
▶ 合成: R ◦R′ := { (w, v) | ある uに対し wRu&uRv }
▶ Rn (n ∈ ω)を帰納的に定義：R0 = { (w,w) |w ∈ W },

R1 := R
Rn+1 := Rn ◦R

▶ Rの推移的閉包 R+,反射推移的閉包 R∗ は

R+ :=
∪
n⩾1

Rn, R∗ :=
∪
n⩾0

Rn

と定める。
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

決定可能性

正規様相論理 Λが決定可能
def.⇐⇒

ある実効的手続き P が存在し：φを P に入力すると φ ∈ Λ
のとき 1を出力し、φ /∈ Λのとき 0を出力する。
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

T,B, 4, 5,Dから定まる正規様相論理

from http://plato.stanford.edu/entries/logic-modal/
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

有限フレーム性

Λ: 正規様相論理, F: 有限フレームからなるクラス
▶ Λが Fに対し有限フレーム性 (FFP)をもつ

def.⇐⇒ 任意の式 φに対し: F |= φ ⇐⇒ φ ∈ Λ.
▶ Λが有限フレーム性 (FFP)をもつ

def.⇐⇒ ある有限フレームクラスに対し Λが FFPをもつ
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

ハロップ (Harrop) の定理
ある有限フレームクラス Fに対し:

F |= Σかつ任意の式 φに対し: ̸⊢H(KΣ) φ ⇒ F ̸|= φ.� �
(定理)有限の Σ ⊆ Formに対し

KΣが FFPをもつなら KΣは決定可能。� �
(∵) H(KΣ)の定理を枚挙する実効的手続き P が存在

▶ 入力 φに対し Σを妥当にするある有限フレーム F で
F ̸|= φかをテストする手続き Qを構成:

• 全有限フレームを（同型除き）枚挙する手続き Q1

• ある有限フレームで ψ が妥当かをテストする手続き Q2

F0, F1, F2, F3, F4, F5, F6, . . .

入力 φに対し P と Qを並列実行すればよい。 (証終)
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

Lemmon Note (1977)

E. J. Lemmon 1930-1966 Dana Scott 1932-
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

部分論理式集合

φの部分論理式全体の集合 Sub(φ)を以下のように定義：

Sub(p) := { p }
Sub(⊥) := {⊥}
Sub(φ→ ψ) := Sub(φ) ∪ Sub(ψ) ∪ {φ→ ψ }
Sub(□φ) := Sub(φ) ∪ {□φ }

▶ Σが部分論理式に閉じる
def.⇐⇒ φ ∈ Σなら Sub(φ) ⊆ Σ.

▶ Sub(φ)は部分論理式に閉じる
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

濾過法 (filtration)

M = (W,R, V ): モデル, Σ ⊆ Form: 部分論理式に閉じる

▶ W 上の同値関係 w ∼Σ v
def.⇐⇒：

全ての φ ∈ Σに対し (M,w |= φ ⇐⇒ M, v |= φ)

▶ w の ∼Σ による同値類 |w| := { v ∈ W |w ∼Σ v }.
▶ WΣ := { |w| |w ∈ W }� �
(命題) Σが有限のとき #WΣ ⩽ 2#Σ.� �
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

濾過法 (filtration) ( 続)

M の Σによる濾過M f
Σ := (WΣ, R

f , VΣ)は次をみたす：

▶ WΣ := { |w| |w ∈ W }.

(i) wRv ならば |w|Rf |v|.
(ii) |w|Rf |v|ならば

全ての □φ ∈ Σに対し (M,w |= □φ⇒M, v |= φ).
▶ VΣ(p) := { |w| |w ∈ V (p) } (p ∈ Σ).

佐野勝彦: 様相論理入門第 2 回 12



濾過法による有限フレーム性と決定可能性

濾過定理

M = (W,R, V ): モデル, Σ ⊆ Form: 部分論理式に閉じる� �
(定理)任意の φ ∈ Σ, w ∈ W に対し：

M,w |= φ ⇐⇒ M f
Σ, |w| |= φ.� �
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

濾過の例

WΣ 上の関係 Rs と Rl をそれぞれ：

▶ |w|Rs|v| def.⇐⇒
ある w′ ∈ |w|とある v′ ∈ |v|が存在して w′Rv′.

▶ |w|Rl|v| def.⇐⇒
任意の □φ ∈ Σに対し (M,w |= □φ⇒M, v |= φ).� �

(命題) Rs, Rl はともに条件 (i), (ii)をみたす� �� �
(命題) M f

Σ = (WΣ, R
f , VΣ)に対し： Rs ⊆ Rf ⊆ Rl.� �
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

Kの有限フレーム性・決定可能性

ある有限フレームクラス Fに対し:

F |= Kかつ任意の式 φに対し: φ ̸∈ K ⇒ F ̸|= φ.� �
(定理) Kは全有限フレームクラスに対し FFPをもつ� �

(∵)

1. 健全性は ok

2. φ /∈ Kと仮定。強完全性より:

3. ある (M,w)に対しM,w ̸|= φ.

4. 濾過定理よりM s
Sub(φ), |w| ̸|= φ. (証終)
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

反射性・継起性・対称性を保つ濾過法

M = (W,R, V ): モデル, Σ ⊆ Form: 部分論理式に閉じる� �
(命題) M の Σによる濾過M f

Σ = (WΣ, R
f , VΣ)に対し：

1. Rが反射的なら Rf も反射的

2. Rが継起的なら Rf も継起的

3. Rが対称的なら Rs も対称的� �
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

推移性と保つ濾過法

M = (W,R, V ): モデル, Σ ⊆ Form: 部分論理式に閉じる
▶ 最小の濾過関係 Rs の推移的閉包を Rs+ とする。� �
(命題) Rが推移的とする。このとき：

1. M s+
Σ = (WΣ, R

s+, VΣ)はM の Σによる濾過

2. Rが対称的なら Rs+ も対称的� �
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

正規様相論理の有限フレーム性

� �
(定理)全ての ∆ ⊆ {T,B, 4,D }に対し

K∆は FFPをもち、それゆえ決定可能。� �
(∵)

1. Kの場合とほぼ同様。ただし：

2. 4 /∈ ∆のとき Rs を使え

3. 4 ∈ ∆のとき Rs+ を使え (証終)
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濾過法による有限フレーム性と決定可能性

T,B, 4, 5,Dから定まる正規様相論理

from http://plato.stanford.edu/entries/logic-modal/
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双模倣・生成部分モデル・p-モルフィズム
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双模倣・生成部分モデル・p-モルフィズム

双模倣 (bisimulation)

M = (W,R, V ), M ′ = (W ′, R′, V ′): モデル

▶ Z ⊆ W ×W ′ がM とM ′ の間の双模倣
def.⇐⇒

(Atom) wZw′ ならば、全 p ∈ Propに対し：

w ∈ V (p) ⇐⇒ w′ ∈ V ′(p).

(Forth) wZw′ かつ wRv なら
ある v′ ∈ W ′ が存在し (vZv′ かつ w′R′v′).

(Back) wZw′ かつ w′R′v′ なら
ある v ∈ W が存在し (vZv′ かつ wRv).

▶ (M,w) - (M ′, w′)「双模倣的」
def.⇐⇒

M とM ′ の間の双模倣 Z が存在し wZw′.
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双模倣・生成部分モデル・p-モルフィズム

双模倣ならば様相同値

▶ (M,w) ↭ (M ′, w′)「様相同値」
def.⇐⇒

全ての φ ∈ Formに対し (M,w |= φ ⇐⇒ M ′, w′ |= φ).� �
(命題) Z ⊆ W ×W ′ が M と M ′ の間の双模倣ならば、

任意の式 φに対し：

wZw′ =⇒ (M,w |= φ ⇐⇒ M ′, w′ |= φ).

それゆえ (M,w) - (M ′, w′)ならば (M,w) ↭ (M ′, w′).� �
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双模倣・生成部分モデル・p-モルフィズム

生成部分モデル
M = (W,R, V ), M ′ = (W ′, R′, V ′): モデル

▶ M ′ がM の生成部分モデル
def.⇐⇒

(部分) W ′ ⊆ W かつ R′ = R ∩ (W ′ ×W ′)
(生成) 全ての w ∈ W ′ と v ∈ W に対し

wRv なら v ∈ W ′.
(Atom) V ′(p) = V (p) ∩W ′ (p ∈ Prop).

▶ w ∈ W のときMw := w を含む最小の生成部分モデル
▶ M は点生成されている

def.⇐⇒
ある w ∈ W に対しM = Mw.� �

(命題) M ′ がM の生成部分モデルのとき
(M ′, w′) - (M,w′) (w′ ∈ W ′).� �
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双模倣・生成部分モデル・p-モルフィズム

p-モルフィズム

M = (W,R, V ), M ′ = (W ′, R′, V ′): モデル
▶ f : W →W ′ がM からM ′ への p-モルフィズム

def.⇐⇒ Gr(f) := { (w, f(w)) |w ∈ W }が双模倣.� �
(命題) f がM からM ′ への p-モルフィズムならば

(M,w) - (M ′, f(w)).� �
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双模倣・生成部分モデル・p-モルフィズム

木展開

M = (W,R, V )が w で点生成されているとする。

M の w に関する木展開は Tree(M,w) = (W⃗ , R⃗, V⃗ )：

▶ W⃗ := { (w,w1, . . . , wn) |wRw1& · · ·&wn−1Rwn }.

▶ (w,w1, . . . , wn)R⃗(w, v1, . . . , vm)
def.⇐⇒

m = n+ 1かつ wi = vi (1 ≤ i ≤ n)

▶ (w,w1, . . . , wn) ∈ V⃗ (p)
def.⇐⇒ wn ∈ V (p).

M の w に関する推移木展開は Tree+(M,w) = (W⃗ , R⃗+, V⃗ ).
▶ R⃗+ は R⃗の推移的閉包
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双模倣・生成部分モデル・p-モルフィズム

木展開 (続)

� �
(命題) f : W⃗ →W を f(w,w1, . . . , wn) := wn で定める。

1. f は Tree(M,w)からM への全射 p-モルフィズム

2. (W,R)が推移的ならば
f は Tree+(M,w)からM への全射 p-モルフィズム� �
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S4.2と GLの有限フレーム性

前順序・反対称性・半順序

F = (W,R): フレーム

▶ F が前順序
def.⇐⇒ F が反射的かつ推移的

▶ F が反対称的
def.⇐⇒

任意の w, v ∈ W に対し ((wRv かつ vRw) ⇒ w = n).

▶ F が半順序
def.⇐⇒ F が前順序かつ反対称的
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S4.2と GLの有限フレーム性

スケルトン

▶ 前順序 (W,R)のスケルトンとは W 上の同値関係 ≈:

w ≈ v
def.⇐⇒ wRv かつ vRw

による (W,R)の商構造 (W≈, R≈) (半順序に！)

▶ (W,R)が束
def.⇐⇒ (W,R)が半順序、かつ、W の任意の

二元 {w, v }が最小上界と最大下界をもつ
▶ (W,R)が前束

def.⇐⇒
(W,R)が前順序、かつ、そのスケルトンが束
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S4.2と GLの有限フレーム性

S4.2の有限フレーム性� �
(命題) 有限の有向前順序のクラスに対し S4.2は FFPをもつ� �

(∵)
1. φ /∈ S4.2. 強完全性より：

2. ある有向前順序モデルM のある w でM,w ̸|= φ.

3. M の w による生成モデルでMw, w ̸|= φ.

4. (Mw)
s+
Sub(φ), |w| ̸|= φ.

5. (Mw)
s+
Sub(φ) は有限・前順序モデル・有向的 (証終)� �

(命題)有限前束のクラスに対し S4.2は FFPをもつ� �
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S4.2と GLの有限フレーム性

有限フレーム内で L は非反射性かつ推移性を定義

▶ F が非反射的
def.⇐⇒ 任意の w に対し (wRwでない).� �

(命題)有限フレーム F = (W,R)に対し

F |= □(□p→ p) → □p ⇐⇒ Rが推移的&非反射的� �� �
(命題) □p→ □□p ∈ GL.� �
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S4.2と GLの有限フレーム性

GL-カノニカルモデルの濾過

Λ := GL, Σ := Sub(φ)とおく。
Λ-カノニカルモデルMΛ = (WΛ, RΛ, V Λ)に対しWΛ の ∼Σ

による商集合 WΛ
Σ 上に関係 Rg を次のように定義：

|Γ|Rg|∆| def.⇐⇒{
1)全ての □ψ ∈ Σに対し (□ψ ∈ Γ ⇒ ψ ∧□ψ ∈ ∆), かつ

2)ある □γ ∈ Σに対し (□γ /∈ Γ&□γ ∈ ∆).

このとき (MΛ
Σ )

g = (WΛ
Σ , R

g, V Λ
Σ )とおく。� �

(補題) Rg は推移的かつ非反射的、(MΛ
Σ )

g は有限。� �
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S4.2と GLの有限フレーム性

GL-カノニカルモデルの濾過 (続)

Λ := GL, Σ := Sub(φ)とおく。� �
(補題)任意の ψ ∈ Σ,任意の極大 Λ-無矛盾な Γに対し:

(MΛ
Σ )

g, |Γ| |= ψ ⇐⇒ ψ ∈ Γ.� �
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S4.2と GLの有限フレーム性

GLの有限フレーム性

� �
(定理) GLは非反射的かつ推移的な有限フレームからな
るクラスに対し FFPをもつ、ゆえに決定可能。� �

∵ Λ := GLとおく。

1. φがΛ-無矛盾とする。

2. リンデンバウム補題より Λ-MCS Γ ∋ φが存在

3. Σ := Sub(φ)に対し (MΛ
Σ )

g, |Γ| |= φ.

4. (MΛ
Σ )

g は有限・非反射的・推移的 (証終)
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S4.2と GLの有限フレーム性

GLの有限フレーム性 (続)

� �
(定理) GLは有限推移木のクラスに対し FFPをもつ。� �

∵ Λ := GLとおく。

1. φがΛ-無矛盾とする。前定理より：

2. ある非反射 &推移的有限モデルM のある w で
M,w |= φ.

3. w による生成部分モデルでMw, w |= φ.

4. 推移木展開をとって Tree+(Mw, w), w |= φ.

5. Tree+(Mw, w)は非反射的なので有限。 (証終)
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