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Part I: Informal Part
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Ex ante decision making in a game
• A situation is interdependent
• decision making is Individualistic and Independent.
Q1: What are possible decisions?
Q2: Does he, in the first place, reach a decision?

ଶଵݏ ଶଶݏ
ଵଵݏ 5  ,5 1,   6

ଵଶݏ 6,  1 3,   3

ଶଵݏ ଶଶݏ
ଵଵݏ 2, 1 0,   0

ଵଶݏ 0,  0 1,   2

Nash (1951) solution theory  NE= 
#1  PD is solvable                       #2   BS is unsolvable

• How do we evaluate the above Q1 and Q2?   



A: 1  Understanding of the situation – beliefs about the game
: 2  Decision/prediction criterion – how he and the other   

make decision.   
B:  Logical abilities of the players
C:  possible decisions and predictions  
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Structure of game theoretical decision making

B: logical inference

A: Basic beliefs C: decision and prediction

Q2(Does he, in the first place, reach a decision?)
is relevant under the consistency of beliefs in A. 
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• Parallelism to the Axiomatic method in Mathematics.

B: logical inference

A: Basic beliefs C: decision and/or prediction

B: logical inference

A: Basic axioms C: lemmas and theorems

We may recall Gödel’s incompleteness theorem.

Recall Q2:  Does he, in the first place, reach a decision?



• Gödel’s incompleteness theorem: Assuming the consistency of 
PA (Peano arithmetic), there is some (closed) formula ܣ in PA 
such that 

(*)    neither PA ⊢ ܣ nor  PA ⊢ ൓ܣ,
‐ formula ܣ is neither provable nor its negation is provable in PA. 

• PA = the natural number theory in classical predicate logic
• An example of ܣ is the formula expressing “consistency” of PA	.  
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Gödel’s incompleteness theorem:  Limitation on logical thinking 

• (*) can be viewed as a statement on the ideal mathematician.
• If a game player is an ideal mathematician to make a decision,  

does he possibly have a similar difficulty?   
• Yes, he does, yet for a different but natural reason! 



Individual Player’s Inference

୧ ௜   ୧ ;
1: 	Γ௜ ‐ ‐ player ݅’s beliefs ‐ a finite set of (symbolic) sentences
ܣ  :2 ‐ ‐ his deduced consequence from 	Γ௜;
3:  ⊢ ‐ ‐ provability:  existence of a proof in the logic EIRଶ .

5

1: 	Γ௜ ‐ player ݅’s beliefs 
– understanding of the game situation;  preferences, etc.
– Prediction/decision criterion; 
e.g., dominant strategy criterion, but here, Nash theory! 

ܣ  :2 ‐ his decision deduced from 	Γ௜;
3: 	Γ௜ may include false beliefs, relative to the objective 

situation.  

We take a specific set  ୧ of assumptions for as  ୧ ௜ .



Decision (prediction) criterion: 
ܰܽଵ: PL1 should choose a best response against all of his 

predictions about PL2’s decisions based on ܰܽଶ:
ܰܽଶ: PL2 should choose a best response against all of his 

predictions about PL1’s decisions base on ܰܽଵ.
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Infinite Regress: PL1’s inference for decision making:      
Bଵሺܰܽଵሻ  BଵBଶሺܰܽଶሻ	 BଵBଶBଵሺܰܽଵሻ  ∙ ∙ ∙

• Nash (1951) gave interchangeablity on the set of NE’s ܧ ܩ :
ܧ ܩ ൌ ሻଵܩሺܧ ൈ ሻଶܩሺܧ (Product form)

• If G satisfies this condition, the game is solvable; and otherwise, it is 
unsolvable. 

• “Nash equilibrium” should be distinguished from Nash theory; it is a 
component of Nash theory. 

Choice of  ୧ : Nash (1951) theory



௜ is the set of basic beliefs
1. Infinite regress of  ௜ and  ௝;

௜ ௜ ,  ௜ ௝ ௝ ௜ ௝ ௜ ௜ ,
2. Infinite regress of  ௜ and  ௝; 

௜ ௜ ,  ௜ ௝ ௝ ௜ ௝ ௜ ௜ , 
3. The axiom choosing the logically weakest formulae

7

Two cases on ݃ ൌ ሺ݃ଵ, ݃ଶሻ are crucial: solvable and unsolvable.
• PD                                                   BS 

ଶଵݏ ଶଶݏ
ଵଵݏ 5  ,5 1,   6

ଵଶݏ 6,  1 3,   3

ଶଵݏ ଶଶݏ
ଵଵݏ 2, 1 0,   0

ଵଶݏ 0,  0 1,   2



Decidability Theorem 

• Lemma: ࢏ࢤ ࢍ is consistent. 

Decidability: Let ݃ be a solvable game.  Then,  for any strategy ݏ௜ ∈ ௜ܵ,
either Δ୧ ݃ 	⊢ B୧ I௜ ௜ݏ or   Δ୧ ݃ 	⊢ B୧ ൓I௜ ௜ݏ .

• I௜ ௜ݏ intends to mean “ݏ௜ is a possible decision for ݅.

• Δ୧ ݃ 	⊢ B୧ I௜ ௜ݏ ‐ ‐ “݅ deduces ݏ௜ to be a possible decision”.     

• Δ୧ ݃ 	⊢ B୧ ൓I௜ ௜ݏ ‐ ‐ “݅ deduces ݏ௜ not to be a possible decision”.
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ଶଵݏ ଶଶݏ			
ଵଵݏ 5  ,5 1,   6

ଵଶݏ 6,  1 3,   3

ଶଵݏ ଶଶݏ			
ଵଵݏ 1 , ‐1 ‐1, 1 

ଵଶݏ ‐1,  1 1,  ‐1

Matching Pennies: No NE’s



Undecidability Theorem 

Undecidablity:  Let ݃ be an unsolvable game.  Then, for some strategy 
௜ݏ ∈ ௜ܵ,

neither Δ୧ ݃ 	⊢ B୧ I௜ ௜ݏ nor   Δ୧ ݃ 	⊢ B୧ ൓I௜ ௜ݏ .     

– In the BS game,  undecidability holds for either strategy. 

Undecidablity on predictions:  Let ݃ be an unsolvable game.  Then, for 
some strategy ݏ௝ ∈ ௝ܵ,
neither Δ௜ ݃ 	⊢ B௜B௝ I௝ ௝ݏ nor   Δ௜ ݃ 	⊢B௜B௝ ൓I௝ ௝ݏ .     
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ଶଵݏ ଶଶݏ
ଵଵݏ 2, 1 0,   0

ଵଶݏ 0,  0 1,   2



Bridge between the Formalized and non‐formalized theories

• ܧ ܩ is a the set of NE’s.
• A subset ܨ of ܧ ܩ is called a subsolution iff ܨ is a maximal 

subset of ܧ ܩ 	satisfying interchangeability. 

Let ܨଵ,… , ௞ܨ be the list of subsolutions of game ܩ.
Then, Δ୧ ݃ 	⊢ B୧ I௜ ௜ݏ ⟺ ௜ݏ ∈ ௧ܨ for all ݐ ൌ 1,… , ݇.

• BS has two subsolutions ሺݏଵଵ, ଶଵሻݏ and  ሺݏଵଶ, ଶଶሻݏ
• The 2nd game also has two:  ,ଵଵݏ ଶଵݏ , ,ଵଶݏ ଶଵݏ and 

,ଵଵݏ ଶଵݏ , ,ଵଵݏ ଶଶݏ ;  they have an intersection  ,ଵଵݏ ଶଵݏ .
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ଶଵݏ ଶଶݏ
ଵଵݏ 2, 1 0,   0

ଵଶݏ 0,  0 1,   2

ଶଵݏ ଶଶݏ
ଵଵݏ 1, 1 0,   1

ଵଶݏ 1,  0 0 ,  0
BS



PA ⊬ ܣ nor  PA ⊬ ൓ܣ
• PA: Peano Arithmetic;
• ⊢ : the provability relation of classical predicate logic;
• PA is assumed to be consistent;
• ܣ is, e.g.,  “consistency” of PA.
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if ݃ is solvable , either Δ୧ ݃ 	⊢ B୧ I௜ ௜ݏ or  Δ୧ ݃ 	⊢B୧ ൓I௜ ௜ݏ .
if ݃ is unsolvable, Δ୧ ݃ 	 ⊬  B୧ I௜ ௜ݏ and Δ୧ ݃ ⊬ B୧ ൓I௜ ௜ݏ .

• Δ௜ ݃ : beliefs described previously;
• ⊢	: provability relation of (propositional) Epistemic Infinite‐

Regress Logic ۳۷܀૛;
• Δ୧ ݃ is proved to be consistent;
• I௜ ௜ݏ is expressed as 

– “Nash strategy” if ݃ is solvable; 
– no game formula if ݃ is unsolvable.

Gödel’s incompleteness theorem 

Ours



• Let	G	be	a	solvable	game.	
• If we add Axiom T  (truthfulness):  B௜ ܣ ⊃ ܣ to our logic, 
then we have 
2:   Δ௜ሺ݃ሻ ⊢ ௜ܫ ௜ݏ ≡	∨௧ೕ CሾNashሺݏ௜; .௝ሻሿݐ
‐ ‐ it	is	a	Nash	strategy	with	common‐knowledge.

3:	Our	undecidability result	is	obtained	in	this	case.	

4:		if	݃ is	solvable,	the	theory	ሺࡾࡵࡱ૛ሺTሻ, Δ௜ሺ݃ሻሻ is complete;
if ݃ is	unsolvable,	the	theory	is	incomplete.

However,		we	should	not	include	Axiom	T	for	various	reasons.
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Axiom T and Common knowledge of a Nash strategy 



Two projects: Inductive Game Theory and Epistemic Logic 

Characteristics of those projects:
• Symbolic
• Learning ‐ ‐ accumulation of information, for example, 

“information”  is also symbolic
• the status of semantics? 
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୧ ௜   ୧ ;
0: 	Γ௜ ‐ ‐ player ݅’s beliefs
1:  What is the source for B୧ Γ௜ ?  
2:  Inductive game theory: we look for the source in experiences.



Epistemic Logic  ଶ and its Extension E ଶ

We consider only the 2‐person case.
Logical Construction: 
1. Primitive symbols:  preferences expressions and logical 

connectives
2. Inductive Definition of formulae
3. Logical axioms and inference rules
4. Definitions of a proof, and provability
5. Non‐logical axioms:  individual beliefs

• Subtle relations between 
the outside analyst’s viewpoint and a player’s viewpoint.  
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Part II: Formal Part



: Restrictions and Extensions
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ଶ

Epistemic Logics of Shallow depths   ௞ ( )
‐ ‐ K‐Suzuki (‘03)

Infinitary extensions  
‐ ‐ K‐Nagashim (’96,’97)
‐ ‐ Hu‐K‐Suzuki (’15)  

Fixed‐point extensions  
‐ ‐ Hu‐K (’14)



The Epistemic Logic KDଶ

Logical axioms for classical logic such as
L1:  ܣ ⊃ ሺܤ ⊃ ;ሻܣ
L2:  ሺܣ ⊃ ܤ ⊃ ܥ ሻ ⊃ ሺ ܣ ⊃ ሻܤ ⊃ ሺܣ ⊃ ܥ );
L3:  ሺ┒ܣ ⊃ ሻܤ┒ ⊃ ሺ ܣ┒ ⊃ ሻܤ ⊃ ܣ );
L4:  ⋀Φ ⊃ ܣ where  ,ܣ ∊ Φ;
L5: ܣ ⊃∨ Φ,  where ܣ ∊ Φ;
The three inference rules
஺⊃஻			஺

஻
MP    ሼ஺⊃஻:			஻∊஍ሽ

஺⊃⋀஍
(⋀‐rule)    ሼ஺⊃஻:			஺∊஍ሽ

∨஍⊃஻
(⋀‐rule)

K: ࡭ሺ࢏۰ ⊃ ሻ࡯ ⊃ ሻ࡭ሺ࢏۰) ⊃ ;(ሻ࡯ሺ࢏۰
D:൓۰௜ ൓ܣ⋀ܣ ;

஺
୆౟ሺ஺ሻ

Necessitation 
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Classical 
logic



Language: primitive symbols + formulae

• Preference symbols:  ௜ܲሺܽଵ, ܽଶ; ܾଵ, ܾଶሻ, ܽ௜, ܾ௜ ∊ ௜ܵ, ݅ ൌ 1,2;
• Decision/Prediction symbols:  I௜ሺܽ௜ሻ, ܽ௜ ∊ ௜ܵ, ݅ ൌ 1,2;
• Logical connectives: ∧(and), ∨(or), ൓(not), ⊃ (implies);

• Belief operators: ۰௜ሺ⋅ሻ, ݅ ൌ 1,2;
• Infinite regress operators: ۷ܚ௜ሾ⋅	;	⋅	ሿ, ݅ ൌ 1,2.
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Intended Interpretations:
• ଵܲሺܽଵ, ܽଶ; ܾଵ, ܾଶሻ: PL1 weakly prefers ሺܽଵ, ܽଶሻ to ሺܾଵ, ܾଶሻ;
• Bଵ ܣ 	: PL1 believes ܣ;
• BଵሺIଵሺܽଵሻሻ: PL1 believes that ܽଵ is a possible decision for him;
• BଶBଵ(Iଵሺܽଵሻሻ: PL2 predicts that ܽଵ is a possible decision for PL1.



Infinite Regress Formulae 17

Infinite	regress	۷ܚଵሾܣଵ, 	,ଶሿܣ
• To make ۰ଵሺܣଵሻmeaningful, PL1 needs ۰૚۰૛ሺܣଶሻ;
• To have the latter, PL1 needs BଵBଶBଵሺܣଵሻ; so on.

Individual Perspective for PL1:

Bଵሺܣଵሻ BଵBଶBଵሺܣଵሻ
BଵBଶሺܣଶሻ BଵBଶBଵBଶሺܣଶሻ

.  .  . 

BଵBଶIrଵሾܣଵ, 	ଶሿܣ
Irଵሾܣଵ, 	ଶሿܣ
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IRA୧: Ir୧ሾܣଵ, ଶሿܣ ⊃ B௜ሺܣ௜ሻ⋀B௜B௝ሺܣ௝ሻ ⋀B௜B௝ሺIr௜ሾܣଵ, ;ଶሿሻܣ

஽೔	⊃ ୆೔ሺ஺೔ሻ⋀୆೔୆ೕሺ஺ೕሻ ⋀୆೔୆ೕሺ஽ೕሻ
஽೔⊃୍୰೔ሾ஺భ,஺మሿ

	۷ܑ܀۷ (choice of the logically 

weakest )

The Fixed‐point logic IRଶ ൌ KDଶ + the following two.

.  .  . 

BଵBଶIrଵሾܣଵ, 	ଶሿܣ
Irଵሾܣଵ, 	ଶሿܣ

Bଵሺܣଵሻ BଵBଶBଵሺܣଵ)

BଵBଶሺܣଶሻ BଵBଶBଵBଶሺܣଶሻ



A proof is a triple ሺܺ,൏; ߰ሻ so that 
• ሺܺ,൏ሻ is a finite tree;
• ߰ assigns a formula to each node of ܺ;
• a formula attached to each leaf of ሺܺ,൏ሻ by ߰ is an instance 

of the logical axioms;
• for each non‐leaf ݔ ∈ ܺ,

ሼట ௬ :௬	௜௦	௔௡	௜௠௠௘ௗ௜௔௧௘	௣௥௘ௗ௘௖௘௦௦௢௥	௢௙	௫ሽ
టሺ௫ሻ

forms an instance of inference rules. 
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• A formula ܣ is provable, denoted by ⊢ iff ,ܣ there is a proof 
ሺܺ,൏; ߰ሻ with ߰ ଴ݔ ൌ ,ܣ where ݔ଴ is the  root of ሺܺ,൏; ߰ሻ.

• ડ ⊢ ࡭ iff ⊢ ࡭ or there is some finite nonempty subset 
઴ of ડ such that ⊢ ⋀઴⊃A. 

Proof ‐ inference
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Additionally,		we	need	to	assume:
 ܰ1௜: ⋀ ௦೔∈ௌ೔ ሾܫ௜ሺݏ௜) ⊃ ∨௦ೕ∈ௌೕ B௝ሺܫ௝ሺݏ௝))]

 ܰ2௜: 		⋀ ௦೔∈ௌ೔ ሾܫ௜ሺݏ௜) ⊃ B௝B௜ሺܫ௜ሺݏ௜)]

We denote ܰ0௜⋀ ܰ1௜⋀ ܰ2௜ by N012௜.   We assume 
 Iݎ௜ሺN012௜; N012௝ሻ. 

Decision (prediction) criterion: 
ܰܽଵ: PL1 should choose a best response again all of his 

predictions about PL2’s decisions based on ܰܽଶ:
ܰܽଶ: PL2 should choose a best response again all of his 

predictions about PL1’s decisions base on ܰܽଵ.

These are described, taking beliefs into account, as follows:
 ܰ0௜: 	⋀ ௦೔∈ௌ೔ ሾܫ௜ሺݏ௜) ⊃ ⋀௦ೕ∈ௌೕ ሺB௝ሺܫ௝ሺݏ௝))⊃ Bst௜ሺݏ௜; ௝ሻሻሿݏ
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Lemma Δ௜ሺ݃ሻ is consistent in the logic ܴܫܧଶ. 

Theorem 1. Let ݃ be a solvable game.  Then, Δ୧ ݃ 	⊢ B୧ I௜ ௜ݏ ≡
 B୧ ௜ܣ ௜ݏ for some game formula ܣ௜ ௜ݏ .

Theorem 2. Let ݃ be a solvable game. Then,  for any strategy ݏ௜ ∈ ௜ܵ,
either Δ୧ ݃ 	⊢ B୧ I௜ ௜ݏ or   Δ୧ ݃ 	⊢ B୧ ൓I௜ ௜ݏ .

Theorem 3. Assume Axiom T. Let ݃ be a solvable game. Then,  the theory 
ଶ(T), Δ୧ܴܫܧ) ݃ ሻ	is complete. i.e.,  for any ܣ,  Δ୧ ݃ ܣ ⊣	 or  Δ୧ ݃ 	⊢ ൓ܣ.

Theorem 4: Let ݃ be an unsolvable game.   Then, for some strategy 
௜ݏ ∈ ௜ܵ, neither Δ୧ ݃ ⊢ B୧ I௜ ௜ݏ nor   Δ୧ ݃ ⊢ B୧ ൓I௜ ௜ݏ .

 ௜ܚ۷ ݃௜; ݃௝ :	infinite regress of the game:
 ܚ۷ܑ ሺWF௜; WF௝ሻ: the choice of the deductively weakest ܫ௜ሺݏ௜).
 Δ௜ ݃ ൌ ሼ۷ܚ௜ ݃௜; ݃௝ , ;௜ሺN012௜ܚ۷ N012௝ሻሽ ܚ۷ܑ⋃ ሺWF௜; WF௝ሻ.



How should we interpret the decidability or undecidability
result?
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From the viewpoint of purely ex ante decision making 
even in an interdependent situation;

• individualistic and independent decision making is 
 possible if the game is solvable;
 Impossible if it is unsolvable.

• In a wider situation, one can bring his observation on the 
other’s previous action  Inductive game theory
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