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例：実数体 (順序閉体),代数的閉体

φ(a,b, c) ≡ ∃x (ax2 + bx + c = 0)を考える．

R |= φ(a,b, c) ↔ (a ̸= 0 ∧ b2 − 4ac ≥ 0) ∨ (a = 0 ∧ (b ̸= 0 ∨ c = 0))

C |= φ(a,b, c) ↔ (a ̸= 0 ∨ b ̸= 0 ∨ c = 0)

∃ (存在記号)と ∀(任意記号)をあわせて量化記号 (quantifier)と呼ぶ．
上の例では存在条件を ∃や ∀を使わない形に同値変形している．この変
形を量化記号消去 (quantifier elimination)と呼ぶ．
∀や ∃を含まない論理式を qf 論理式と呼ぶ．(qfは quantifier-free)
φが Lの qf論理式であることを φ ∈ Lqfと書く．
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量化記号消去の定義

T を言語 Lをもつ公理系 (理論)とする．自由変数 x = (x1, . . . , xn)
(n ≥ 1)をもつ Lの任意の論理式 φ(x)に対し，同じ自由変数をもつ Lの
qf論理式 ψ(x)が存在して，

T ⊢ φ(x) ↔ ψ(x)

となるとき，T は Lで量化記号消去が可能 (QE可能)であるという．

Th(R)は言語 {+,−, ·,0,1, <}でQE可能．

代数的閉体の公理系は言語 {+,−, ·,0,1}でQE可能．
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量化記号消去の証明法: 直接証明

例 1．端点のない稠密全順序の公理系は {<}でQE可能．

原始式 (primitive formula)の存在がはずせればよい．この例では正原子
式 (positive primitive formula)だけ考えればよい．

∃u (x1 < u ∧ · · · ∧ xl < u∧
u = y1 ∧ · · · ∧ u = ym∧
u < z1 ∧ · · · ∧ u < zn)

この ∃uの消去は容易．
一般には，論理積成分に原子式の否定も必要．
今の場合，

x ̸= y ↔ (x < y ∨ y < x)
x ̸< y ↔ (x > y ∨ x = y)

なので必要ない．
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量化記号消去可能性の判定条件

.
定理 1
..

.

. ..

.

.

φ(x) (x = (x1, . . . , xn), n ≥ 1)を言語 Lの論理式とすると次の 2つは
同値:
(1)ある qf論理式 ψ(x)が存在して T ⊢ φ(x) ↔ ψ(x)

(2) M,N |= T , A ⊂ M, A ⊂ N のとき，
任意の a ∈ Anに対し，M |= φ(a) ⇐⇒ N |= φ(a).

難しいのは (2) ⇒ (1)の方である．さらに，φ(x)と ¬φ(x)の両方とも T
のモデルで解をもつ可能性がある場合が本質的．

Γ(x) = {ψ(x) ∈ Lqf |T ⊢ φ(x) → ψ(x)} とする.
(qf論理式で外側から近似)

主張． T ∪ Γ(x) ⊢ φ(x).
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主張の証明

主張．Γ(x) = {ψ(x) ∈ Lqf |T ⊢ φ(x) → ψ(x)} ⇒ T ∪ Γ(x) ⊢ φ(x).

そうでないと，M |= T ∪ Γ(d) ∪ {¬φ(d)}となるM と d ∈ Mnがある．
そこで，

qftpM(d) = {ψ(x) ∈ Lqf |M |= ψ(d)}
として

T ∪ qftpM(d) ∪ {φ(x)}
を考えると，これも整合的になる (演習問題)．

N |= T , qftpN(d
′) = qftpM(d), N |= φ(d ′)

となる N と d ′ ∈ Nnをとる．
qftpN(d

′) = qftpM(d)より，⟨d ′⟩N
∼= ⟨d⟩M である．

(⟨d⟩M は d で生成されるM の部分構造．⟨d ′⟩N も同様．)
N |= φ(d ′), M |= ¬φ(d)なので，次の (2)に反する．

(2) M,N |= T , A ⊂ M, A ⊂ N のとき，
任意の a ∈ Anに対し，M |= φ(a) ⇐⇒ N |= φ(a).
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定理の証明の最後

Γ(x) = {ψ(x) ∈ Lqf |T ⊢ φ(x) → ψ(x)} ⇒ T ∪ Γ(x) ⊢ φ(x)
とコンパクト性定理より，

T ⊢ ψ(x) ↔ φ(x)

となる ψ(x) ∈ Lqf がある．

これで，次の (2)から (1)が示せた．
.
定理 1
..

.

. ..

.

.

φ(x) (x = (x1, . . . , xn), n ≥ 1)を言語 Lの論理式とすると次の 2つは
同値:
(1)ある qf論理式 ψ(x)が存在して T ⊢ φ(x) ↔ ψ(x)

(2) M,N |= T , A ⊂ M, A ⊂ N のとき，
任意の a ∈ Anに対し，M |= φ(a) ⇐⇒ N |= φ(a).
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量化記号消去の判定条件

.
定理 1の条件 (2): φ(x)の量化記号が消去できるための条件
..

.

. ..

.

.
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.
定理 2
..

.

. ..

.

.
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M,N |= T , A ⊂ M, A ⊂ N のとき，
a ∈ An, b ∈ M に対し，M |= φ(a,b)ならば
ある b′ ∈ N に対し N |= φ(a,b′).
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f : A → N が L構造の埋め込みのとき，f を L構造の埋め込み
f ′ : M → N に拡張できる．

(1) ⇒ (2)．T が Lで量化記号消去可能のとき，Lに関する部分同型写像
は部分初等写像になることを使うと，(1)から (2)が出る．
(2) ⇒ (1)．定理 2の (2)を調べる．A ⊂ M |= T , A ⊂ N |= T ,
φ(x , y) ∈ Lqf, M |= φ(a,b), a ∈ An, b ∈ M と仮定する．
N ≺ N ′, N ′: |M|+飽和となる N ′をとる．
(2)より，id : A → A ⊂ N ′を拡張して，L埋め込み f ′ : M → N ′ を得る．
すると，N ′ |= φ(a, f ′(b)).
N ≺ N ′より，N |= ∃y φ(a, y).
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代数的閉体の公理系

.
定理
..

.

. ..

.

.

代数的閉体の公理系 ACFは環の言語 {+,−, ·,0,1}で量化記号消去可能
である．

まず，代数的閉体の環の言語における部分構造は整域である．
D ⊂ K |= ACF, L |= ACFで，Lは |K |+飽和で，f : D → Lを環の埋め込
みとする．
K と Lの標数は同じである．Dの分数体 k と f (D)の分数体も同型に
なる．
|K | = κとする．
k = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ K ,

∪
i<κ Ki = K ,

Ki+1/Ki は体の単拡大となるように体の拡大列がとれる．
体の埋め込み fi : Ki → Lが存在するとき，Ki+1/Ki は代数拡大か超越拡
大であるが，どちらの場合も fi を fi+1 : Ki+1 → Lに拡張できる．Lは κ+

飽和なので，超越元が十分ある．
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微分閉体の公理系

.
定理
..

.

. ..

.

.

標数 0の微分閉体の公理系 DCFは言語 {+,−, ·,0,1, δ}で量化記号消去
可能である．

微分体は体の公理系に微分演算子の公理

δ(xy) = δ(x)y + xδ(y), δ(x + y) = δ(x) + δ(y)

を加えたものである．体における代数的閉体に対応するものが微分体に
おける微分閉体であるが，詳細は省略する．
この定理は，先程の代数的閉体の公理系の量化記号消去の証明と平行し
て証明できる．
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モデル完全性

.
定義
..

.

. ..

.

.

公理系 T がモデル完全であるとは
M |= T , N |= T , M ⊂ N ⇒ M ≺ N

T が量化記号消去可能ならば T はモデル完全である．
.
定義と事実
..

.

. ..

.

.

公理系 T に対し，
T∀ = {∀x φ(x) |T ⊢ ∀x φ(x), φ(x) ∈ Lqf}

とすると
A |= T∀ ⇐⇒ Aは T のモデルの部分構造．
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量化記号消去の判定条件

.
定理 4
..

.

. ..

.

.

T を言語 Lでの公理系とする．すると次の 2つは同値:
(1) T は Lで量化記号消去可能．

(2) T はモデル完全で T∀が融合性をもつ．
T∀が融合性をもつとは，A, B, C |= T∀で A ⊂ B, A ⊂ C,のとき，
A ⊂ B ⊂ D(L拡大構造)となるD |= T∀ が存在して，Aを点ごとに固定し
たまま L構造として Cを Dに埋め込めること．

(2) ⇒ (1)．定理 2の (2)を調べる．A ⊂ M |= T , A ⊂ N |= T ,
φ(x , y) ∈ Lqf, M |= φ(a,b), a ∈ An, b ∈ M と仮定する．
T∀ の融合性より，A ⊂ M ⊂ D |= T , A ⊂ N ′ ⊂ D, N ∼=A N ′となる Dが
ある．
φ(x , y) ∈ Lqf より，D |= φ(a,b)で D |= ∃y φ(a, y).
T がモデル完全なので N ′ ≺ Dとなり，N ′ |= ∃y φ(a, y).
N ∼=A N ′より，N |= ∃y φ(a, y).
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ロビンソン判定法

.
A. Robinson’s Test
..

.

. ..

.

.

公理系 T について次は同値である．
(1) T はモデル完全
(2) M |= T , N |= T , M ⊂ N, φ(x , y) ∈ Lqf (x ,y は変数の組), a ∈ Mnの
とき，
N |= ∃y φ(a, y) ⇒ M |= ∃y φ(a, y).

桔梗 (神戸大) 量化記号消去と数論 2011.8.29,30 15 / 28



素モデルの存在

定義．T を言語 Lでの公理系とする．A |= T∀に対し A ⊂ M |= T とす
る．f : A → N |= T が L構造の埋め込みのとき，f を L構造の埋め込み
f ′ : M → N に必ず拡張できるとき，M を A上の素モデルと呼ぶ．
.
定理 5
..

.

. ..

.

.

公理系 T がモデル完全で，T∀の任意のモデル上 T の素モデルが存在す
るならば T は量化記号消去可能である．

A |= T∀とし，A上の素モデルをM とする．A ⊂ M1 |= T , A ⊂ M2 |= T
とする．
すると，A上M と同型な部分モデルが M1とM2の中にとれる．その部
分をM と同一視して，M ⊂ M1, M ⊂ M2 と考えてよい．
T はモデル完全なので，M ≺ M1, M ≺ M2．
2つの初等拡大が融合できることはコンパクト性定理からすぐわかる．
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素モデルの存在

定理 2にもどって考えると，素モデルが存在するときはロビンソン判定
法を弱めた次の条件だけで量化記号消去が可能になる．
.
定理 6
..

.

. ..

.

.

T を公理系とする．

(1) T∀の任意のモデル上 T の素モデルが存在し，

(2) M |= T , N |= T , M ⊂ N, φ(x , y) ∈ Lqf (x 変数の組, y は 1変数),
a ∈ Mnのとき，
N |= ∃y φ(a, y) ⇒ M |= ∃y φ(a, y)

であるとする．
すると，T は量化記号消去可能である．
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Presburger 算術

.
定理 (Presburger)
..

.

. ..

.

.

(Z,+,−,0,1, <)の定義による拡張 (Z,+,−,0,1, <, ∗ ≡ ∗ (mod n))n>1

の公理系 TPresは量化記号消去可能である．
ここで，x ≡ y (mod n) ⇐⇒ ∃z (z + · · ·+ z︸ ︷︷ ︸

n

= x − y).

単項述語 n|∗を代わりに導入しても o.k.
TPresと TPres,∀ は具体な公理が知られている．

Markerの教科書では，定理 6を使って証明している．
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p進閉体

.
定理 (Macintyre)
..

.

. ..

.

.

QpをQの p進完備化とする．
(Qp,+,−, ·,0,1,Pn)n>1で量記号消去が可能である．
ここで，Pn(x) ⇐⇒ ∃y (x = yn)

A. Macintyre, On definable subsets of p-adic fields, JSL, Vol. 41, No. 3
(1976), 605–610.
Macintyreは飽和モデルへの埋め込みの拡張可能性 (定理 3)の方法で証
明している．
乗法群において，n乗剰余が有限なことも重要.
Macintyreは付値環を表す述語も導入しているが，P2(1 + px2)で付値環
は定義される (p ̸= 2のとき)．p = 2のときは別の方法で定義できる．
実数体において，<の代わりに P2 (平方数)を述語として導入してもQE
が可能．
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POINCARÉ級数に関する問題

x = (x1, . . . , xm): 変数
f1, f2, . . . , fr ∈ Z[x ]: 多項式
X : f1, f2, . . . , fr で定義される代数多様体
i.e. f1(x) = 0 ∧ f2(x) = 0 ∧ · · · ∧ fr = 0という論理式
環 Rに対し，X (R) = {a ∈ Rm |R |= fi(a) = 0 (i = 1, . . . , r)}とする。

pを素数とする。

Ñn = #X (Z/pnZ)
Nn = #{a mod pn |a ∈ X (Zp)}

.
問
..

.

. ..

.

.

(Borewicz, Šhafarevič)
Q(T ) =

∑
n≥0 ÑnT n は T の有理式になるか。

(Serre, Oesterlé)
P(T ) =

∑
n≥0 NnT n は T の有理式になるか。

桔梗 (神戸大) 量化記号消去と数論 2011.8.29,30 20 / 28



POINCARÉ級数に関する問題

x = (x1, . . . , xm): 変数
f1, f2, . . . , fr ∈ Z[x ]: 多項式
X : f1, f2, . . . , fr で定義される代数多様体
i.e. f1(x) = 0 ∧ f2(x) = 0 ∧ · · · ∧ fr = 0という論理式
環 Rに対し，X (R) = {a ∈ Rm |R |= fi(a) = 0 (i = 1, . . . , r)}とする。
pを素数とする。
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問の答

.
定理
..

.

. ..

.

.

X を Z係数の代数多様体，pを素数，

Ñn = #X (Z/pnZ),
Nn = #{a mod pn |a ∈ X (Zp)}

とする。

(Igusa, 1974)
Q(T ) =

∑
n≥0 ÑnT n は T の有理式になる。

(Denef, 1984)
P(T ) =

∑
n≥0 NnT n は T の有理式になる。

これらは，p進積分と関連づけて証明される。
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p進積分

Qm
p 上には加法による平行移動で不変な R値 Borel測度 µで µ(Zm

p ) = 1
となるものが唯一つ存在する (Haar測度)。

基本的な性質:
a ∈ Qm

p に対し， µ(a + pnZm
p ) = p−mn.

λ ∈ Qpと可測な A ⊂ Qm
p に対し，µ(λA) = |λ|mµ(A)．

ここで，λA = {λa |a ∈ A}，|λ| = p−ordλ.
Qm

p 上の実数値関数の積分も標準的に定義される。積分のときは，測度を
|dx | = |dx1| · · · |dxm|と書く。
例. s ∈ R, s ≥ 0とする。∫

x∈Zp,ordx≥n
|x |s|dx | =

∑
j≥n

p−sj
∫

ordx=j
|dx |

=
∑
j≥n

p−sj(pj − pj−1)

= (1 − p−1)p−(s+1)n/(1 − p−s−1).
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DENEFの定理の証明の概要

Nn = #{x mod pn | x ∈ Zm
p , fi(x) = 0 (i = 1, . . . , r)}とすると

Nn = pmnµ({x ∈ Zm
p | ∃y ∈ Zm

p x ≡ y (modw), fi(y) = 0 (i = 1, . . . , r)})
ここで，

D = {(x ,w) ∈ Zm
p ×Zp | ∃y ∈ Zm

p x ≡ y (modw), fi(y) = 0 (i = 1, . . . , r)}

とすると∫
D
|w |s|dx ||dw | = P(p−m−1p−s) (P(T ) =

∑
n≥0

NnT n)

左辺が p−sの有理式で表現できることを示せばよい。
Macintyreの定理から，DはMacintyreの言語の quantifier-free formula
で書ける。すると，Dを分割して，それぞれの成分上で特異点解消定理
を利用すると積分の有理性が示せる。
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離散付値体の量化記号消去

.
定理 (Pas)
..

.

. ..

.

.

多ソート構造 (K , k , Γ,ord ,ac)を考える．K は標数 0の付値体 (体ソー
ト)，k は標数 0に剰余体 (剰余体ソート)，Γは値群 (群ソート)，ordは加
法的付値，acは angular componentとする．Γは Presburger算術に
なっているとする．
このとき，体ソートの量化記号は消去できる．

K = k((t)), ac(x) = x ∈ k((t))の最低次の係数が一つの例である．Qpと
k = Fpの場合の素数上のウルトラフィルターによるウルトラプロダクト
も例になっている．
Pasの定理により，Denefのポアンカレ級数の有理性定理の pに関する
一様性が導ける．
Pasの定理により，Kontsevichの motivic integrationをもっと一般的な
セッティングに拡張できる (Denef-Loeser)．
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このとき，体ソートの量化記号は消去できる．

K = k((t)), ac(x) = x ∈ k((t))の最低次の係数が一つの例である．Qpと
k = Fpの場合の素数上のウルトラフィルターによるウルトラプロダクト
も例になっている．
Pasの定理により，Denefのポアンカレ級数の有理性定理の pに関する
一様性が導ける．

Pasの定理により，Kontsevichの motivic integrationをもっと一般的な
セッティングに拡張できる (Denef-Loeser)．
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離散付値体の量化記号消去

J. Denef, F. Loeser, Germs of arcs on singular algebraic varieties and
motivic interation, Invent. Math. 135, 201–232 (1999).
J. Denef, F. Loeser, Definable sets, motives and p-adic integrals,
J. AMS, Vol. 14, No. 2, 429–469 (2000).
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ACVFの量化記号消去

.
定理 (A. Robinson)
..

.

. ..

.

.

K は代数的閉体，Gは順序加群，v は K からGへの自明でない (値が 2
つ以上ある)付値とし， (K ,G, v)を考える．すると，この構造の公理系
は量化記号の消去ができる．

証明は A. Robinsonの Complete Theories (North Holland)にあり，
A. Robinson’s Testでモデル完全性を証明している．代数拡大に対して
付値の拡張の一意性があるので，部分構造上，素モデルが存在する．
よって，定理 5より，量化記号消去可能になる．
Hrushovskiと KazhdanはこのQEを利用して Denef-Loeserの定理の
拡張をしている．
E. Hrushovski, D. Kazhdan, Integration in valued fields, ArXiv. (どこか
に出版もされてたはず)
Hrushovski, Loeser, Non-archimedean tame topology and stably
dominated types, ArXiv.
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ACFA

体に自己同型を単項演算子として加えた構造 (K ,+,−, ·,0,1, σ)のクラス
(差分体のクラス)においても，差分閉体と呼ばれる体のクラスが一階の
公理系で定義できる．この公理系を ACFAと呼ぶ．
ACFAはモデル完全だが，完全なQEはできない．

Hrushovskiは ACFAのモデル理論を利用して，数体のManin-Mumford
予想の証明を与えた．等分点の有限性などの定理であるが，個数の評価
を与える具体的な上界が初めて与えられた．Raynaudがすでに証明して
いたが，使っていた Serreのガロア表現の理論に effectiveかどうか知ら
れていないところがあった (現在はそれも effectiveということがわかっ
ている)．
Rösslerは Hrushvskiの証明を参考に，Serreの理論を使わない
Manin-Mumford予想の証明を与えた．
一方，Pillayも ACFAを使うけれどもモデル理論を使わない証明を与
えた．
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Hrushovski の定理

Hrushovskiは分離閉体のモデル理論とそこでの Zariski Geometry
(Hrushovski, Zilber)の深い理論を使って，正標数の関数体における
Mordell-Lang予想 (GML)を証明した．長いことモデル理論を使わない
証明は知られていなかった．
2010年 12月に，Manin-Mumford予想から正標数のGMLを導ける可能
性について Pillayがパリで講演し，モデル理論を使うアイディアを述べ
ている．それを参考に，RösslerがManin-Mumford予想から正標数の
GMLを導くことに成功した (2011年 6月のOleronのモデル理論の集会
で発表)．これで，正標数のGMLの代数的な証明が得られたことになる．

桔梗 (神戸大) 量化記号消去と数論 2011.8.29,30 28 / 28


	ŠÊ›»‰L“ƒ‘Á‰”‡Ì™è‰`
	ŠÊ›»‰L“ƒ‘Á‰”‡Ì‘ØŒ¾Œ@: ™¼’Ú‘ØŒ¾
	ŠÊ›»‰L“ƒ‘Á‰”›Âﬂ’«‡Ìﬂ»™è‘ð„‘
	Poincaré‰›’ﬂ‡É−Ö‡·‡éŒâ‚è
	p’i’ÏŁª
	Pas ‡ÌŠÊ›»‰L“ƒ‘Á‰”
	ACVF‡ÌŠÊ›»‰L“ƒ‘Á‰”
	ACFA

