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Definable sets

この発表ではいつも，

M = (M, <, . . .)を端点を持たない稠密な全順序構造とする。

また，論理式と書いた場合， M の元を定数として言語に加えたものにお

いてできる論理式として考えることとする。

X ⊆ M nが definable であるとは，

X = {a ∈ M n : M |= ϕ(a)}となる論理式 ϕ(x)が存在することとする。
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Definable sets

.

Example 0.1

.

.

.

. ..

.

.

(1, 2) = {x ∈ R : 1 < x ∧ x < 2}は (R, <, . . .)で definable。

.

Example 0.2

.

.

.

. ..

.

.

R = (R, <,+, ·, f )で， f : R → Rは関数とする。
X := {a ∈ R : f は aで連続 }とする。
このとき，

X = {a ∈ R : ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, |x − a| < δ → | f (x) − f (a)| < ε}
と書ける。

よって，Xは Rで definableである。
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Convex 集合と intervals

.

Definition 1.1

.

.

.

. ..

.

.

A ⊆ M が M の convex集合であるとは，

任意の a, b ∈ Aに対して，(a, b) ⊆ Aとなることである。

さらに sup A, inf A ∈ M ∪ {±∞},
のとき，Aは M の intervalという。

.

Example 1.2

.

.

.

. ..

.

.

M = (Q, <)において，

(−
√

2,
√

2)∩ Qは，convex集合だか intervalではない。
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Interval topology

M には open interval を基本開集合とした位相が入っていると考える。

また，M nには M の直積位相が入っているとする。
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O-minimal (weakly o-minimal) 構造

.

Definition 1.3

.

.

.

. ..

.

.

M が o-minimalであるとは，

任意の definable集合 A ⊆ M は，intervalの有限和で表せることと

する。

M が weakly o-minimalであるとは，

任意の definable集合 A ⊆ M は，convex集合の有限和で表せること

とする。

理論 T が o-minimal(weakly o-minimal)であるとは，

任意のモデル M |= T が，o-minimal (weakly o-minimal)であること

とする。
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Examples

.

Example 1.4 (weakly o-minimal)

.

.

.

. ..

.

.

Q := (Q, <, P),ここで P := (−
√

2,
√

2)∩ Q。
このとき Qは，weakly o-minimalである。

.

Example 1.5 (weakly o-minimal)

.

.

.

. ..

. .

R = (R, <,+, ·,V)を real closed valued fieldとする。

ここで V は convex non-trivial valuation ringである。

このとき Rは，weakly o-minimalである。
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Elementary equivalence

M , N を L-構造とする。

M ≡ N であるとは，

Th(M) = Th(N)となることとする。

なお，Th(M) := {ϕはパラメータを含まない閉論理式 : M |= ϕ}。

.

Theorem 1.6 (Knight, Pillay and Steinhorn, 1986)

.

.

.

. ..

. .

構造 M を o-minimalとし，構造 N ≡ M とする。

このとき，Nも o-minimalになる。

.

Remark 1.7 (Macpherson, Marker and Steinhorn, 2000)

.

.

.

. ..

.

.

構造 M が weakly o-minimalのときは，上記の定理は成り立たない。
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Open problem

.

Question 1.8 (Cherlin)

.

.

.

. ..

.

.

構造 M を weakly o-minimalとし，A ⊆ M を convex集合とする。

このとき，(M, A)は weakly o-minimal構造になるか。

この問題は現在のところ open である。

.

Theorem 1.9 (Baizhanov, 2001)

.

.

.

. ..

.

.

構造 M の理論 Th(M)が weakly o-minimalとする。

A ⊆ M を convex集合とする。

このとき，Th(M, A)は weakly o-minimalになる。
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Ordered groups

.

Theorem 2.1 (Pillay and Steinhorn, 1986)

.

.

.

. ..

.

.

構造 M を o-minimal ordered groupとする。

このとき，M は abelianかつ divisibleである。

.

Theorem 2.2 (Macpherson, Marker and Steinhorn, 2000)

.

.

.

. ..

.

.

構造 M を weakly o-minimal ordered groupとする。

このとき，M は abelianかつ divisibleである。
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Real closed fields

.

Theorem 2.3 (Pillay and Steinhorn, 1986)

.

.

.

. ..

.

.

構造 M を o-minimal ordered ringとする。

このとき，M は real closed fieldである。

.

Definition 2.4

.

.

.

. ..

.

.

順序体 M が実閉体であるとは，次のどれかひとつが成り立つことで

ある。

.

.

.

1 任意の 1変数多項式 f (x) ∈ M [x] と任意の a < b ∈ M に対して，

f (a) f (b) < 0ならば f (c) = 0となる c ∈ (a, b)が存在する。

.

.

.

2 M(i)は代数閉体である。

.

.

.

3 任意の a ∈ M に対して，a > 0ならば
√

a ∈ M かつ，任意の奇数次

の 1変数多項式は M で解をもつ。
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Real closed fields

.

Theorem 2.5 (Macpherson, Marker and Steinhorn, 2000)

.

.

.

. ..

.

.

.

.
.

1 構造 M を o-minimal ordered ringとする。

このとき，M は real closed ringである。

.

.

.

2 構造 M を o-minimal ordered fieldとする。

このとき，M は real closed fieldである。

証明は，M に archimedean valuation vを導入したとき，(M, v)がヘン

ゼル体になることを示す。

.

Question 2.6 (Macpherson, Marker and Steinhorn, 2000)

.

.

.

. ..

.

.

Find a direct proof that every weakly o-minimal ordered field is real closed.
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Monotonicity theorem (o-minimal case)

.

Theorem 3.1 (Pillay and Steinhorn, 1986)

.

.

.

. ..

.

.

構造 M を o-minimalとし，D ⊆ M を definable，

f : D → M を definableとする。

このとき，D = X t I1 t · · · t I nとなる有限集合 Xと open intervalsI i が

存在して， f |I i は constant，または strictly monotoneかつ連続である。
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Definable cuts

C, D ⊆ M とする。

C < D ⇐⇒
def

∀c ∈ C, d ∈ Dに対して c < d。

対 〈C, D〉が cut とは,

C < D, C∪ D = M , C , ∅ , Dかつ Dは最小元を持たないこととする。

Cut 〈C, D〉が definable cut とは,

C, Dが definable であることとする。

M := {〈C, D〉 : 〈C, D〉は M の definable cut }とする。
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Definable cuts

∀a ∈ M に対し cut 〈(−∞, a], (a,∞)〉を考え, M ⊆ M と思う。

さらに

〈C1, D1〉 < 〈C2, D2〉 ⇐⇒
def

C1 ( C2

として, (M, <)を (M , <)の部分構造とみなす。

.

Remark 3.2

.

.

.

. ..

. .

構造 M が o-minimalならば M = M となる。

.

Definition 3.3 (Pillay and Steinhorn, 1986)

.

.

.

. ..

.

.

M が definably completeであるとは，

任意の definable集合 A ⊆ M は，M ∪ {±∞}において上限と下限を持つ
とする。

O-minimal構造は definably completeである。
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Definable functions

A ⊆ M nを definable とする。

f : A → M が definable とは,

{〈x, y〉 ∈ A × M : y = f (x)}が definable になることとする。

f : A → M が definable とは,

{〈x, y〉 ∈ A × M : y < f (x)}が definable になることとする。

f : A → M ∪ {±∞}が definable とは,

f : A → M が definable,

または任意の a ∈ Aに対して f (a) = ∞,

または任意の a ∈ Aに対して f (a) = −∞となることとする。
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Monotonicity theorem (weakly o-minimal case)

D ⊆ M とする。

f : D → M が locally strictly increaing とは，

任意の x ∈ Dに対して，xを含む open interval I ⊆ Dが存在して， f |I
が strictly increasing となることとする。

.

Theorem 3.4 (Monotonicity theorem, Arefiev, 1997)

.

.

.

. ..

. .

構造 M を weakly o-minimalとし，D ⊆ M を definable，

f : D → M を definableとする。

このとき，D = X t I1 t · · · t I nとなる有限集合 Xと open convex集合 I i

が存在して， f |I i は locally constant，または locally strictly monotoneで

ある。
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Cell decomposition theorem (o-minimal case)

.

Theorem 4.1 (Knight, Pillay and Steinhorn, 1986)

.

.

.

. ..

.

.

構造 M を o-minimalとし，X ⊆ M nを definableとする。

このとき，Xはセル分解可能である。

つまり，X = C1 t · · · t Cmとなるセル C1, . . . ,Cmが存在する。

Weakly o-minimal の場合の同様の問題が，MODNETに掲載されている。

.

Question 4.2

.

.

.

. ..

.

.

Prove cell decomposition theorems for natural weakly o-minimal classes.
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セル (o-minimal の場合)

O-minimal 構造 M に対して，セルを帰納的に定義する:

1点 {a}は 0-セルである。

M の空でない open interval は 1-セルである。
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セル (o-minimal の場合)

次に， C ⊆ M nを k-セルとする。

f : C→ M が definable 連続関数のとき，

グラフ {〈x, y〉 ∈ C × M : y = f (x)}は k-セルである。

g, h : C→ M ∪ {±∞}が definable 連続関数で，C上 g < hとする。

このとき，

(g, h)C := {〈x, y〉 ∈ C× M : g(x) < y < h(x)}は (k + 1)-セルである。

h(x)

g(x)

(g, h)C
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のとき，
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Cell decomposition theorem (weakly o-minimal case)

.

Theorem 4.3 (Macpherson, Marker and Steinhorn, 2000)

.

.

.

. ..

.

.

構造 M の理論 Th(M)がweakly o-minimal，X ⊆ M nを definableとする。

このとき，Xはセル分解可能である。

つまり，X = C1 t · · · t Cmとなるセル C1, . . . ,Cmが存在する。

田中広志 (阿南工業高等専門学校一般教科) Weakly o-minimal structures 24 / 39



Non-valuational

M = (M, <,+, . . .)を weakly o-minimal orderd abelian group とする。

Cut 〈C, D〉が non-valuational であるとは，

inf {y− x : x ∈ C, y ∈ D} = 0となることとする。

M が non-valuational であるとは，

任意の definable cut が non-valuational であることとする。

.

Example 4.4 (non-valuational)

.

.

.

. ..

.

.

Ralg = {a ∈ R : aはQ上代数的 }.
P = (−π, π) ∩ Ralg.

R = (Ralg, <,+, ·, P).

Rは non-valuational weakly o-minimal ordered fieldである。
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Valuational

.

Example 4.5 (valuational)

.

.

.

. ..

.

.

P = {〈x, y〉 ∈ Q × Q : x ≤ 0}，M = (Q × Q, <,+, P)とする。

このとき，Mは weakly o-minimalになる。

〈P, (Q × Q) \ P〉は cutである。

また，任意の a ∈ P, b ∈ (Q × Q) \ Pに対して，b− a > 〈0, 1〉となる。
それゆえ，〈P, (Q × Q) \ P〉は valuational cutである。

x

y

O
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Non-valuational fields

.

Remark 4.6

.

.

.

. ..

.

.

M が non-valuationalならば，M 上に +，·を自然に定義できる。
さらに (M, <,+, ·)は，(M , <,+, ·)の部分順序体と思える。
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微分

M = (M, <,+, ·, . . .)を non-valuational weakly o-minimal ordered field

とする。

M と M 上にそれぞれ,開区間を基本開集合として位相を入れる。

A ⊆ M : 開集合

f : A → M

とする。

f が点 x ∈ Aで微分可能とは，

lim
t→0

f (x + t) − f (x)

t
∈ M

となることとする。
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(Cr)強セル

(Cr)強セル Cとその完備化 Cを帰納的に定義する:

C = {a}は強 0-セルで，C := Cとする。

Cが M の空でない definable open convex 集合ならば，強 1-セ

ルで，C := {x ∈ M : ∃a, b ∈ C, a < x < b}とする。
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次に， C ⊆ M nを k-セルとする。

f : C→ M が definable で，連続な拡張 f : C→ M を持つとき，

グラフ Γ( f )は強 k-セルで，Γ( f ) := Γ( f )とする。

g, h : C→ M ∪ {±∞}が definable で,連続な拡張

g, h : C→ M ∪ {±∞}を持ち，C上 g < hとする。このとき，

(g, h)C := {〈a, b〉 ∈ C × M : g(a) < b < h(a)}は強 (k + 1)-セル，

(g, h)C := {〈a, b〉 ∈ C × M : g(a) < b < h(a)}とする。

h(x)

g(x)

(g, h)C

特に f , g, hが Cr ならば，Cは Cr 強セルとよぶ。
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Strongly continuous

Cをセル, f : C→ M を definable とする。

f が強連続であるとは，

f が連続な拡張 f : C→ M をもつこととする。

.

Example 4.7

.

.

.

. ..

. .

R = (Ralg, <,+, ·, P)。ここで P = (−π, π) ∩ Ralg。

π

f (x) :=

x x ∈ (0, π)

x − 1 x ∈ (π, 5)

f は連続だが，強連続ではない。
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Strong cell decomposition theorem

.

Theorem 4.8 (強セル分解, Wencel, 2008)

.

.

.

. ..

.

.

M を non-valuational weakly o-minimal ordered groupとする。

A ⊆ M nを definableとし, f : A → M を definableとする。

このとき，

.

.

.

1 Aは強セル分解可能である。

.

.

.

2 Aのある強セル分解Dが存在して，任意の C ∈ Dに対して， f |C
は強連続になる。
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Cr strong cell decomposition theorem

.

Theorem 4.9 (Cr 強セル分解,田中・川上, 2007)

.

.

.

. ..

.

.

M を non-valuational weakly o-minimal ordered fieldとする。

A ⊆ M nを definableとし, f : A → M を definableとする。

このとき，

.

.

.

1 Aは Cr 強セル分解可能である。

.

.

.

2 Aのある Cr 強セル分解Dが存在して，任意の C ∈ Dに対して，
f |Cは Cr かつ強連続になる。
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O-minimal homology

.

Theorem 4.10 (Woerheide, 1996)

.

.

.

. ..

.

.

M を o-minimal ordered fieldとする。

このとき，simplicial homologyと singular homologyを考えることがで

きる。

証明には，definable triangulation theorem を使う。

.

Question 4.11

.

.

.

. ..

.

.

Weakly o-minimal non-valuational ordered fieldのときも homologyを考え

ることが出来るか。
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Definable triangulation theorem

.

Theorem 4.12 (van den Dries, 1998)

.

.

.

. ..

.

.

M を o-minimal ordered fieldとする。A ⊆ M nを definableとする。

このとき，M nのある finite simplicial complexKが存在して，Aは

polyhedron|K|と definably homeomorphicになる。
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Finite simplicial complexes

.

Definition 4.13

.

.

.

. ..

.

.

a0, a1, . . . , ak ∈ M nを affine independentとする。

(a0, . . . , ak) := {∑ t i ai : t0, . . . , tk > 0,
∑

t i = 1}を simplexという。

{ai0, . . . , ai l } ⊆ {a0, . . . , ak}とするとき，(ai0, . . . , ai l )を (a0, . . . , ak)

の faceという。

M nの simplexのある有限集合 Kが finite simplicial complexであると

は，任意の σ1, σ2 ∈ Kに対して，cl(σ1) ∩ cl(σ2) = ∅または
cl(σ1) ∩ cl(σ2) = cl(τ)となる σ1と σ2の共通の faceτが存在するこ

ととする。

Finite simplicial complexKに対して，|K| := ∪σ∈K σを polyhedron

という。
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